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理論物理学での波の関数２ 

――基礎物理学での正弦波の定義―― 

A LIFE COM. バイオ研究室 

富岡和人 

１ まえがき 

前回の「理論物理学での波の関数１」で正弦波の波長，速さ，周期および振動数を定義した．このファイル――「理論

物理学での波の関数２」のこと．――では正弦波を定義する．その正弦波を定義する際に，負の弧度を使用する．負の弧

度を定義するのに，２章から３章の前半まで弧度の加減算での三角関数の計算をする．その三角関数を使用する説明では，

前回に定義した量を使用している個所がある．理論物理学で正弦波と呼ぶ言葉を導入する．正弦波と呼ぶが，三角法の正

弦およ余弦の両方を使用することがある．この理由を，著者の理論では独自に不えてみた．その理由を考察するのにも弧

度の加減算で正弦および余弦の関係を示す必要がある．そのような弧度の加減算は三角形の回転で考える．直交座標系で

は対称であることで描くことができる三角形を使用して正弦および余弦の値について観察する．そのように，正弦波と呼

ぶことの解釈および負の弧度についての解釈を不えたのちに，正弦波を定義している． 

本書の説明は，理論物理学での説明を前提にしている．理論物理学での正弦波の使用例では，フーリエ級数に応用する

ものがある．フーリエ級数の使用については，付録ⅰおよび付録ⅱで触れている．付録ⅰではフーリエ級数で使用する係

数の導出をしている．前回ではフーリエ級数について数学での簡単な説明を付録で不えた．本書の付録ⅰでは，フーリエ

係数の導出および数学で周波数が負の値まで拡張されて使用される場合での理論物理学での注意を不えた．その注意で分

母が零になることに触れている．付録ⅱでは波の速さについて考察している．前回で波の速さの定義を不えて，正弦波の

速さを定義した．付録ⅱでは，フーリエ級数で記述できる波の速さについて考察している． 

「理論物理学での波の関数」では波の速さおよび正弦波の定義が他の物理学理論とは異なるところを特長として主張す

る場合がある．波の速さおよび正弦波は電磁波の計算でも使用する．著者の大学での専攻は電気・電子・情報・通信分野

であるので，電磁気学は基礎科目であった．電磁気学で電位および電位差を扱うが，著者の研究での課題の心臓血管系の

回路モデルでも扱うことになった．心臓血管系の回路モデルでは，既知の理論とは別に著者が独自に基礎理論を提案して

いる．その基礎理論で心臓および血管内の内圧との対応関係を電位に不えている個所がある．電位を著者の構築している

心臓血管系の回路モデルの基礎理論で使用するので，電磁気学の電位の定義を独自に提案することにした．その電位の定

義は，文献２~文献７に説明をしている．文献２~文献７は理論物理学での電磁気学のファイルになる．心臓血管系の論文

は文献８および文献９をインターネットから無償でダウンロードできるものとして発表している．文献８では，著者が構

築した心臓血管系の回路モデルの基礎理論を構成する 基
もとい

になる部分を提案している．文献９では血流量の定義について提

案している．既知の心臓血管系の回路モデルの血流量の説明には，幼稚すぎて実際の血流量の説明になっていないものと

著者は判断した．著者が読んだ生理学書での血流量の説明も未熟すぎていた．これらのこともあり，著者が独自に定義し

た血流量を著者は文献９~文献１２で使用している．文献１０~文献１２は初心者のために作成した心臓血管系についての

説明をしたファイルである．それらのファイルも無償でインターネットからダウンロードできる．心臓血管系の血流量，

血液量および内圧の波を描くことがある．それらの波を描くのに，著者はフーリエ級数を応用している．このことで，特

に波の記述については研究の専攻に関連する問題となる．基礎物理学の専門書での波の理論の一部に，研究で使用するの

に十分な厳密性がないものと著者は判断をした．このことから著者が研究で使用するのに耐えられる波の理論を独自に構

築することにした．その理論の一部が２０１１年現在の本書のファイルである． 

著者が採用しなかった心臓血管系の回路モデル分野の基礎理論では，分母が零になる計算があるものと著者は判断した．
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このために，著者は分母が零にならないように計算することを，著者の作成した幾つかのファイルで注意している．本書

の波の理論に負の弧度を導入することは文献１３で説明している音波のドップラー効果を計算するのにも威力を発揮する．

周波数を負の値まで拡張する計算は文献１４のようにサンプリング定理を導出するのに使用されている．本書では周波数

および周期との関係で分母が零になる件に注意を不えている．特殊相対性理論では，光の粒子の静止質量を計算する際に

分母が零になる件があるので，それについては文献１５で説明をしている．  

本書では‘誤り’がないことを保証はしない．本書の校正の作業は今後も行う予定である．本書の‘誤り’が見つかっ

た際には丌定期に改訂を行い発行する予定である． 
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２ 三角形の回転で説明する正弦および余弦 

文献１――「理論物理学での波の関数１」のこと．――で角振動数（2.1），波の速さ（2.2），正弦波の波長（2.3），正

弦波の周期（2.4）および正弦波の振動数（2.5）を定義した．角振動数（2.1）および波の速さ（2.2）では正弦波であるこ

とを仮定していない．波長（2.3），周期（2.4）および振動数（2.5）には正弦波に対して定義をしている． 
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――正円上に仮定した点で定義する――波の速さの定義 

   2.30,2   r 正弦波の波長の定義 

   2.40,s 
T

T

v
v

T 




正弦波の周期の定義 

   2.50,Hz  



T

v
正弦波の振動数の定義 

これらの定義で使用する正弦波には図 2.1 の正円の円周上に在る点が等速（2.6）で移動することを仮定している．その簡

単な理由については文献１で考察した．その正弦波の値は，三角法（trigonometry）の正弦および余弦から決定する．正

弦波の関数の記述には数学で導入している三角関数の正弦の関数および余弦の関数の記述を使用する．正弦の関数は，三

角法の正弦あるいは余弦の角度を独立変数とする関数として本書の議論では扱う．著者が独自に構築している本書の波の

理論物理学では，そのような三角関数を使用して正弦波と呼ばれるものを定義する．そのような正弦波の定義は３章で不

える． 

     2.60const.,wave 
TT

vtvv  正弦波の速さ 

図 2.1 の正円の半径は１であるものとして（2.7）を仮定する．２次元の直交座標系の原点に正円の中心を不えて，その

半径（2.7）の正円を図 2.1 に描いている． 

 7.21r  

著者の記憶では，日本の高校の数学教育で図 2.1 のような正円を単

位円と呼んでいた．本書でも単位円と呼ぶことにする．図 2.1 には

角度 の位置にある単位円上の点を考えることができる．その点の

位置には x 軸および y 軸で座標を不えることができる．図 2.1 のよ

うに y 軸の値には，その点の y 軸成分の値を正弦の値（2.8）として

計算できる．その点の座標の x 軸成分の値を，図 2.1 のように，余

弦の値（2.9）で記述できる．座標で表示すると y 軸成分（2.10）お

よびｘ軸成分（2.11）を使用して座標（2.12）を記述できる． 

 8.2sin   

 9.2cos   

 10.2sin y  

 11.2cos x  

     12.2sin,cos, yx  

図 2.1 の単位円の半径は（2.7）であるので，原点 O から点（2.12）

までの距離として半径（2.7）を扱うことができる．この距離の計算では（2.13）を満足する． 

図 2.1 単位円で説明する正弦波 
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 13.2222 xyr   

（2.13）の右辺に座標（2.12）の各成分を代入して計算すると（2.14）にならなければならない．このような数学での要

請から（2.15）が保証される． 

     14.21cossin
2222  xy  

     15.21cossin
22

   

座標（2.12）は単位円上の点の位置を示している．点の座標（2.12）の角度には弧度（2.16）を使用することができる．

単位円上の座標（2.12）は，弧度（2.16）を独立変数とする関数で，座標（2.17）としても記述できる．そのような関数

を座標成分とした座標（2.17）のｙ軸上での点の座標は（2.18）であり，x 軸上での点の座標は（2.19）である． 

   2.160,rad  r
r

l
  

      17.2,  yx  

    18.2,0 y  

    19.20, x  

図 2.1 の単位円上の点（2.17）での y 軸成分は関数（2.20）およびｘ軸成分は関数（2.21）で記述できる．関数（2.20）

および関数（2.21）は三角関数として扱うことができる．関数（2.20）および関数（2.21）に（2.17）が成立することは

既知であるものと扱う． 

   20.2sin  y  

   21.2cos  x  

図 2.1 のｘ軸および y 軸上の点が振動することで波を考えることができることは，文献１で説明をした．（2.20）および

（2.21）で各軸上の点が振動するので，（2.20）および（2.21）が波の関数であるものと考えることができる． 

図 2.1 では単位円に図 2.2 の三角形を考えることができ，三角法を応用して波の関数（2.20）および関数（2.21）を記

述した．半径（2.22）である正円に図 2.3 の三角形を考えることで，波の関数である関数（2.23）および関数（2.24）を

記述できる． 

 2.220const. r  

   2.23sin   ry  

   2.24cos   rx  

 

図 2.1 のように，三角形である図 2.3 を図 2.4 の正円上に仮定する．図 2.4 の原点 O から正円上の点までの距離には半径

（2.22）を使用して（2.25）が保証される．（2.25）の左辺に（2.23）および（2.24）を代入すると（2.26）になる．（2.26）

の右辺を整理すると（2.27）を記述できる．（2.15）を（2.27）の右辺に代入すると（2.25）になることは明らかである． 

 25.2222 rxy   

     26.2cossin
2222   rrxy  

      27.2cossin
22222   rxy  



r
sin ry

cos rx

図 2.3 正弦波および余弦波の説明 



1r

siny

cosx

図 2.2 正弦および余弦の説明 
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図 2.1 の正円上に仮定した点の移動を次のように仮定する．

最初に弧度（2.28）だけ回転した後に，次に弧度（2.29）だけ

回転する．この場合で，図 2.1 の正円上の点が回転した角度で

ある弧度は（2.30）になる． 

 28.2  

 29.2  

 30.2    

図 2.5 は図 2.1 の単位円上に仮定した点が，そのように回転し

た場合を描いているものである．弧度（2.30）で三角関数の正

弦（2.31）および余弦（2.32）を記述できる． 

   31.2sinsin     

   32.2coscos     

図 2.2 のように正弦を考えると，図 2.5 の青色の部分で計算す

る総和は（2.33）になる．図 2.2 のように余弦を考えると，図

2.5 の赤色の部分で計算する総和は（2.34）になる． 

   33.2sincoscossinsin     

   34.2sinsincoscoscos     

理論物理学の上述の議論では弧度（2.35）は０以上の値で定義

されている．そのような議論で関数（2.20）および関数（2.21）

は０以上の実数値（2.35）を定義区間にしていることになる． 

 35.20  

（2.33）および（2.34）では正弦および余弦の関係を示して

いる．その関係を使用して正弦が余弦で記述でき，余弦が正弦

で記述できることを示す．次の説明で２章の正弦波の説明は終

了する． 

図 2.1 および図 2.4 での直交座標系の x 軸および y 軸では負の値も使用している．図 2.1 のような三角関数の説明では，

x 軸および y 軸の負の値も三角関数である（2.20）および（2.21）の値であることは明らかである．このことからも波の

関数として扱う（2.20），（2.21），（2.23）および（2.24）も負の値になることもある．図 2.1 から明らかに（2.36）～（2.45）

は成立する． 

 36.200sin   37.21
2

sin 
  38.20sin   39.21

2

3
sin 

    40.202sin   

 41.210cos   42.20
2

cos 
  43.21cos   44.20

2

3
cos 

    45.212cos   

次に，（2.46）を仮定する．（2.46）を使用すると弧度（2.30）は（2.47）になる． 

 46.2
2



   

 47.2
2



    

図 2.4 正円，半径，弧，弧度および座標系との関係 

x

y

r

r

r

r

r
 rl



O



1r
siny

cosx




sin   cossin 

  sincos 

    siny

  sinsin 

  coscos     cosx

図 2.5 三角形の回転で説明する正弦および余弦 
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（2.47）の右辺を（2.33）の左辺に代入すると（2.33）から（2.48）を記述できる．（2.48）の右辺を整理すると（2.49）

に記述できる．（2.49）の左辺は正弦であり，（2.49）の右辺は余弦である． 

 48.2
2

sincos
2

cossin
2

sin 








  







  

 49.2cos
2

sin  


 







  

（2.47）の右辺を（2.34）の左辺に代入すると（2.34）から（2.50）を記述できる．（2.50）の右辺を整理すると（2.51）

に記述できる．（2.51）の左辺は余弦であり，（2.51）の右辺は負の符号および正弦で記述している． 

 50.2
2

sinsin
2

coscos
2

cos 








  







  

 51.2sin
2

cos  


 







  

（2.33）を使用すると（2.52）のように記述できる．（2.52）の右辺は（2.53）になる． 

   52.2sincoscossinsin     

   53.2sinsin     

（2.53）の右辺は（2.51）の右辺に等しい．（2.53）の左辺を（2.51）の右辺に代入すると（2.54）を記述できる．（2.54）

の左辺は余弦であり，（2.54）の右辺は正弦である．（2.49）および（2.54）では，余弦および正弦は互いに（2.55）の弧

度のずれがあることを示している．ただし，ここで指摘した弧度のずれは正の値で示すものと定めている． 

   54.2sin
2

cos 


  







  

 2.55rad 
2




 

（2.49）および（2.54）のように余弦は正弦に書き換えることができる．このことから，理論物理学で正弦波と呼ぶ波に

は（2.23）および（2.24）の両方に呼ぶものと著者は考える．本書では（2.23）および（2.24）で描く両方の波を正弦波

と呼ぶことにする． 

   2.23sin   ry  

   2.24cos   rx  

三角関数として（2.20）および（2.21）を使用する際には弧度が負の値の場合も定義区間に含むことになる．（2.33）お

よび（2.34）を使用して，３章で弧度が負の場合を考察する．（2.33）および（2.34）では弧度の加算で記述しているが，

３章では弧度の減算でも記述する．減算での記述は加法の記述で弧度の負の値を使用した場合とも考えることができる．

負の弧度の導入は波を記述する際に，正円の円周上に仮定する点の位置を指定するのに使用できる．そのような点の位置

の指定では，点の回転方向が問題になることがある．その回転方向を指定するのに弧度の符号を使用できる． 

   20.2sin  y  

   21.2cos  x  

   33.2sincoscossinsin     

   34.2sinsincoscoscos     
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３ 弧度の負の値を使用して定義する正弦波 

波を記述する際には図 2.4 のような各軸上の点の振動を応用することは，すでに何度か触れている．そのような場合に，

正円上の弧の長さである点の移動距離（3.1）で定義した幾つかの量を使用できる．弧の長さである（3.1）では，弧度は

（3.2）である．弧度（3.3）が負の値になると，（3.1）を満足しない．このことは，図 2.4 の正円の半径が（2.22）である

ことから明らかである． 

     3.10 trtl   

   3.20t  

   3.30,rad  r
r

l
  

 2.220const. r  

弧度に負の値を仮定して（3.4）で記述するならば，（3.5）を満足する．もし，点が負の弧度の向きに回転した場合で

の弧の長さ（3.6）を記述できるならば，弧度（3.7）を仮定して（3.1）を満足する． 

   3.40 t  

   3.50  t  

      3.60  trtl  点が負の弧度の向きに回転した場合での弧の長さ 

     3.7tt    

最初に（3.3）で弧度は正の値に定義した．（3.8）を仮定するならば負の値の弧度を定義することになる．弧の長さ

（3.6）から（3.7）の弧度（3.8）を記述できる．（3.8）から（3.9）を負の弧度（3.4）の定義として扱うことになる． 

 
 

   3.80,   r
r

tl
t  

   3.90,  r
r

l
 負の弧度（3.4）の定義 

負の弧度の定義（3.9）から（3.10）を記述する．（3.10）は弧の長さ（3.1）に負の符号を付けたものである． 

     3.100  trtl   

（3.10）について次に考察する．弧度（3.3）の右辺から，弧度（3.3）の左辺は正円の半径および点の移動距離で一意に

定まる．弧度の差を，図 2.4 のような正円――点が回転する円周をひとつにする．――の円周上に仮定したひとつの点で

計算する．弧度の差を（3.11）のように記述する．弧度の差（3.11）を使用して弧の長さを（3.12）のように記述する．

弧の長さ（3.12）を（3.13）に展開する． 

   3.110,0 221    

   3.12021   rrl  

 3.1321   rrl  

（3.13）の右辺に記述した第１項の弧の長さ 1r は，逆時計回りに図 2.4 の正円上に仮定した点が移動したときの点の移

動距離であるものと仮定する．次に，その点が時計回りに距離 2r だけ移動するものと仮定する．このことで，最初に逆

時計回りに移動した点の移動距離 1r から移動距離 2r 分だけ移動距離が減少するものとして２つの点の間の弧の長さ

を扱うことができる．このことは，最初の移動距離 1r に移動距離の減少分 2r を加えたものとして考えることができ

る．（3.13）を（3.14）に書き換えることで，このような考えを記述できるものと扱える． 

   3.1421   rrl  

（3.14）の第２項での移動をした点の移動方向は時計回りであるものと仮定した．（3.14）の右辺の第１項での移動では点
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は逆時計回りに移動をした．逆時計回りに点が移動することで正の値の弧度であるものと仮定した．このことから，時計

回りに点が移動することで負の弧度（3.9）であるものと仮定する．このように弧度の符号を仮定することで（3.14）は（3.15）

に記述できるものとする．（3.15）では，最初に（3.11）の右辺の第１項の弧度 1 だけ０rad の位置から逆時計回りに回転

したひとつの点を正円上に仮定する．次に，その点が時計回りに弧度 2 だけ回転して到達した円周上の位置で０rad の位

置から計算できる弧の長さ（3.15）であるものと考えることができる． 

   3.15021   rrl  

図 2.1 の正円上に仮定した点が負の弧度の向きに移動したことで，弧の長さ（3.6）に負の符号を付けた（3.10）には移

動距離の減少分を考えた．この移動距離の減少分である（3.10）には波の速さ（2.2）を定義していないものと扱う必要が

ある． 

 
   

 2.2lim
0

wave 
t

t

h h

tlhtl
tv

t





――正円上に仮定した点で定義する――波の速さの定義 

０以上の値である波の速さは（3.16）に記述できるので，角振動数（2.1）を負の弧度に対して定義することができない．

時計回りに移動する点には，時計回りに弧度を正の値であるものと仮定して角振動数（2.1）を定義することはできる．同

様に，時計回りの点で波の速さ（2.2）を定義できる．このように弧度の負の値を導入することでは，著者が独自に構築し

ている波の理論での波の速さの定義（2.2）を修正する必要はない． 

     3.16wave trtv   

 
 

 2.1
s

rad
 

d

d


t

t
t


   

負の弧度を使用する場合の点の移動方向を仮定したので，負の弧度

の場合での三角関数の正弦および余弦の値について計算する．このこ

とで，正弦波での負の弧度の扱いについて説明をする．図 3.1 での正

弦および余弦の簡単な関係から負の弧度の値を計算するのに（2.33）

および（2.34）を使用する． 

   33.2sincoscossinsin     

   34.2sinsincoscoscos     

（2.33）では（3.17）を記述できる．（3.17）の右辺は（3.18）の右

辺のように整理できる．図 3.1 では，（3.18）の左辺は逆時計回りで

２πrad の位置を指定して，その位置から時計回りに だけ回転する

ものと考えるので（3.19）になることは明らかである．（3.18）およ

び（3.19）の左辺は等しいので（3.20）を記述できる．（3.20）の関

係は図 3.1 に一致する． 

           17.3sin2coscos2sin2sin    

     18.3sin2sin    

     19.3sin2sin    

   20.3sinsin    

同様に余弦を（2.34）で（3.21）で記述する．（3.21）の右辺は（3.22）の右辺のように整理できる．図 3.1 では（3.22）

の左辺は（3.23）の右辺になる．（3.22）および（3.23）の左辺は等しいので（3.24）を記述できる．（3.24）の関係は図

3.1 に一致する． 

図 3.1 負の弧度の説明 



1r

siny

cosx
x

y

1

1

1

1

O

siny

siny

siny




cosx

siny

cosx

cosx
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           21.3sin2sincos2cos2cos    

     22.3cos2cos    

   23.3cos2cos    

   24.3coscos    

正弦（3.20）では弧度が負の値になると正弦の値も負の値になっている．余弦（3.24）では弧度が負の値でも余弦の値は

正の値になっている． 

図 3.1 で逆時計回りにπrad 回転した位置から時計回りに だけ回転する場合の正弦および余弦を計算する．（2.33）を

使用すると（3.25）を記述できる．（3.25）の右辺は（3.26）に整理できる．（3.26）の右辺に（3.20）の右辺を代入する

と（3.27）を記述できる．（3.27）の右辺を整理すると（3.28）になる．（3.28）の関係は図 3.1 に一致する． 

           25.3sincoscossinsin    

     26.3sin1sin    

     27.3sin1sin    

   28.3sinsin    

（2.34）を使用すると（3.29）を記述できる．（3.29）の右辺は（3.30）に整理できる．（3.30）の右辺に（3.24）の右辺

を代入すると（3.31）を記述できる．（3.31）の関係は図 3.1 に一致する． 

           29.3sinsincoscoscos    

     30.3cos1cos    

   31.3coscos    

図 3.1 で逆時計回りに  だけ回転した位置から時計回りに rad 
2


だけ回転する場合の正弦および余弦を計算する．（2.33）

を使用すると（3.32）を記述できる．（3.32）の右辺を整理すると（3.33）になる．（3.33）の右辺に（3.31）を使用する

と（3.34）を記述できる． 

 32.3
2

sincos
2

cossin
2

sin 


































   

 33.3cos
2

sin  


 







  

   34.3cos
2

sin  


 







  

（2.33）を使用すると（3.35）を記述できる．（3.35）の右辺を整理すると（3.36）になる． 

 35.3
2

sinsin
2

coscos
2

cos 


































   

 36.3sin
2

cos  


 







  

２章で使用した図 2.5 で明らかなように弧度  の回転の向きを時計回りにしても，公式である（2.33）および（2.34）

は成立する．（2.33）および（2.34）の右辺は図 2.5 で示した各距離の加減で（2.33）および（2.34）の左辺の正弦および

余弦の計算をしている．このことから，時計回りに弧度  だけ回転しても（3.37）および（3.38）で計算できる． 

   33.2sincoscossinsin     

   34.2sinsincoscoscos     
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   37.3sincoscossinsin     

   38.3sinsincoscoscos     

図 2.5 の各距離は図 3.1 の直交座標系の各軸上の負の値を使用しな

いで計算できている．弧度の負の値を使用するのに回転の向きで弧

度の符号を仮定している．正円上の点が回転する向きを仮定するの

みでは，その正円で，正弦波として扱う波の関数を記述する弧度の

計算ができない．その弧度の値を決定するには，弧度が０rad にな

る位置を必要とする． 

著者が独自に構築している本書の波の理論では，正弦波は次のよ

うに定義する．図 2.4 での正円の円周上に仮定した x軸上の点  0,r で

計算する弧の長さが０の場合に０rad と一般に定める．次に，弧度

の正の符号の向きを逆時計回りであるものと仮定する．０rad の点の位置および弧度の符号の向きが定まったことで y 軸

上の点の振動を（2.22）および x 軸上の点の振動を（2.23）で正弦波として描く． 横軸に弧度を使用して，縦軸に（2.22）

および（2.23）の左辺の値を使用することで，正弦波を描くことができる． 

   2.22sin   ry  

   2.23cos   rx  

その（2.22）および（2.23）に，正円上に仮定した点の移動距離（3.1），波の速さ（2.6），波長（2.3），周期（2.4）およ

び振動数（2.5）を定義している． 

     3.10 trtl   

     2.60const.,wave 
TT

vtvv  正弦波の速さ 

   2.30,2   r 正弦波の波長の定義 

   2.40,s 
T

T

v
v

T 




正弦波の周期の定義 

   2.50,Hz  



T

v
正弦波の振動数の定義 

正円上の点での波の速さ（2.6）は（3.39）で記述できるので，（2.5）の振動数を使用すると角振動数（3.40）を導出でき

る．角振動数は（2.1）で定義した．円周上に仮定した点が定数の速さで回転するので同じ時間に同じ弧度だけ増加するこ

とは，（2.1）の右辺で説明できる． 

 3.39Trv
T

   

 3.402  T 正弦波での角振動数および振動数の関係式 

 
 

 2.1
s

rad
 

d

d


t

t
t


   

図 2.4 あるいは図 3.1 の正円上に仮定した点が０rad の位置から時計回りに回転した場合には（3.20）を使用すると（3.41）

を記述できる．（3.42）の左辺は逆時計回りを弧度の正の符号の向きとした場合の正弦波で記述した波の関数である．（3.42）

の右辺は時計回りを弧度の負の符号の向きとした場合の正弦波で記述した波の関数である．（3.42）の左辺の正弦波に掛け

ている係数は負の定数であるので，正円の半径としては扱うことはできない．本書で定義した正弦波は正円で描くもので

あるので（3.42）の左辺は，負の弧度の向きに円周上の点が回転している場合のものになる． 

   20.3sinsin    



1r
siny

cosx




sin   cossin 

  sincos 

    siny

  sinsin 

  coscos     cosx

図 2.5 三角形の回転で説明する正弦および余弦 
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     3.41sinsin   rry  

   3.42sinsin   rr  

 

４ あとがき 

３章で，著者が独自に構築している波の理論の正弦波を定義した．このような正弦波にはフーリエ級数理論の応用を仮

定している．付録では，フーリエ級数を使用している．弧度に負の値を導入したことで，音波のドップラー効果１３）のよ

うな周波数の計算を正円で計算できる．そのような周波数についての計算技術は，本書の波の理論での特長的な個所であ

るものと著者は考える．この技術については次回の「理論物理学での波の関数３」にはまだ説明をしない．次回には，正

円の弧の長さで正弦波の弧度の記述をする．そのような弧度の考察で物理学的な解釈に触れる．弧度を時点で記述するこ

とは角振動数（2.1）から既知である．弧度を弧の長さで記述する際には，その弧の長さを慣性座標系内の距離として扱う

ことも考えられる．慣性座標系内では，各質点との距離を考えることもある．その距離を使用して，波に観測者および波

の源との関係で解析をすることができる． 

 

付録 

ⅰ. フーリエ係数の導出および本書の振動数についての注意 

著者が独自に構築している波の理論では，フーリエ級数理論をたびたび使用する．フーリエ級数理論ではフーリエ級

数で解析対象の関数（a.1.1）を説明する．そのようなフーリエ級数での説明で，関数（a.1.1）の波としての特長を知る

ことができる．付録ⅰでは，そのフーリエ級数の係数の導出をして最後に振動数で分母が零になる場合について触れる． 

 

数学の理論では，一般に周期関数（a.1.1）には定義区間として（a.1.2）を使用する．そして，周期関数（a.1.1）に

フーリエ級数（a.1.3）を保証する．（a.1.3）にはフーリエ係数とよばれる３つの係数（a.1.4）～（a.1.6）を仮定してい

る．フーリエ係数の集合（a.1.7）は，関数（a.1.1）のスペクトル（spectrum）と呼ばれることがある．スペクトル

（a.1.7）は離散のスペクトルである． 

   a.1.1Cf  

   a.1.22,0    

 
 

          a.1.3cossin
2 1

0 





m

mm mfbmfa
fa

f   

     a.1.4d  
1 2

0
0 









ffa  

         a.1.5,2,1,d sin
1 2

0
 



mmffam






 

         a.1.6,2,1,d  cos
1 2

0










mmffbm  

        a.1.7,2,1; ,,0 mfbfafa mm  

２章及び３章で導出した三角形の回転で説明する正弦および余弦の公式（a.1.8）～（a.1.11）を使用してフーリエ係

数を導出できる． 

   a.1.8sincoscossinsin     

   a.1.9sinsincoscoscos     
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   a.1.10sincoscossinsin     

   a.1.11sinsincoscoscos     

（a.1.9）および（a.1.11）を使用すると，（a.1.12）を記述できる．（a.1.12）の右辺は（a.1.13）の右辺に整理できる．

（a.1.13）を書き直すことで（a.1.14）を導出できる． 

         a.1.12sinsincoscossinsincoscoscoscos     

     a.1.13sinsin2coscos     

   
 a.1.14

2

coscos
sinsin 







  

（a.1.14）の弧度に（a.1.15）を仮定する．弧度（a.1.15）を（a.1.14）に代入すると（a.1.16）になる． 

 a.1.15   k  

   
 

 a.1.16
2

2cos1
sinsin 







k
kk  

（a.1.16）を（a.1.17）のように定積分すると（a.1.18）になる．（a.1.18）の右辺は（a.1.19）の右辺になる．（a.1.17）

の右辺に（a.1.19）の右辺を代入することで（a.1.20）を記述できる． 

   
 

 a.1.17d 
2

2cos1
d sinsin

2

0

2

0


 












k

tkk  

     
 a.1.18

2

2sin

2

1

2

1
d 

2

2cos1
2

0

2

0

2

0




 















 





kk
 

   
 a.1.19

2

2sin

2

1

2

1
2

0

2

0 















 




 k
 

     a.1.20d sinsin
2

0







tkk  

（a.1.8）および（a.1.10）を使用すると，（a.1.21）を記述できる．（a.1.21）の右辺は（a.1.22）の右辺に整理できる．

（a.1.22）を書き直すことで（a.1.23）を導出できる．弧度（a.1.15）を使用すると（a.1.23）は（a.1.24）に記述でき

る． 

         a.1.21sincoscossinsincoscossinsinsin     

     a.1.22cossin2sinsin     

   
 a.1.23

2

sinsin
cossin 







  

 
 a.1.24

2

2sin
cossin 







  

（a.1.24）に（a.2.15）の右辺を代入すると（a.1.25）の定積分を記述できる．（a.1.25）の右辺は（a.1.26）の右辺にな

る．（a.1.26）の右辺は（a.1.27）の右辺になり，それを整理すると（a.1.28）になる．（a.1.25）の右辺に（a.1.28）の

右辺を代入することで（a.1.29）を記述できる． 

       a.1.25d 2sin
2

1
d cossin

2

0

2

0







 kkk  

 
 

 a.1.26
2

2cos

2

1
d 2sin

2

1
2

0

2

0



 













 
 

k
k  



A LIFE COM. 
理論物理学での波の関数２ 

 
 

14 

     
 a.1.27

2

0cos

2

4cos

2

1

2

2cos

2

1
2

0








 











 






k

 

   
 a.1.28

2

1

2

1

2

1

2

0cos

2

4cos

2

1







 











 






 

     a.1.290d cossin
2

0




 kk  

弧度（a.1.30）および弧度（a.1.31）を仮定する．（a.1.23）に弧度（a.1.30）および弧度（a.1.31）を代入すると（a.1.32）

になる． 

 a.1.30  m  

 a.1.31  k  

   
   

 a.1.32
2

sinsin
cossin 







kmkm
km  

（a.1.32）で定積分（a.1.33）を記述できる．（a.1.33）の右辺は（a.1.34）の右辺になる．（a.1.34）の右辺の第 1 項は

（a.1.35）の右辺になり，それを整理すると（a.1.36）になる．（a.1.34）の右辺の第２項は（a.1.37）の右辺になり，そ

れを整理すると（a.1.38）になる．（a.1.33）の右辺に（a.1.36）および（a.1.38）の右辺を代入することで（a.1.39）を

記述できる． 

   
   

 a.1.33d 
2

sinsin
d cossin

2

0

2

0


 








kmkm

km  

       
 a.1.34d 

2

sin
d 

2

sin
d 

2

sinsin 2

0

2

0

2

0


 





 








 kmkmkmkm

 

   
 a.1.35

cos

2

1
d 

2

sin
2

0

2

0



 






















 km

kmkm
 

 
 a.1.360

cos

2

1
2

0


















km

km
 

   
 a.1.37

cos

2

1
d 

2

sin
2

0

2

0



 






















 km

kmkm
 

 
 a.1.380

cos

2

1
2

0


















km

km
 

     a.1.390d cossin
2

0




 km  

（a.1.9）および（a.1.11）を使用すると，（a.1.40）を記述できる．（a.1.40）の右辺は（a.1.41）の右辺に整理できる．

（a.1.41）を書き直すことで（a.1.42）を導出できる．弧度（a.1.15）を使用すると（a.1.42）は（a.1.43）に記述でき

る． 

   a.1.9sinsincoscoscos     

   a.1.11sinsincoscoscos     

         a.1.40sinsincoscossinsincoscoscoscos     

     a.1.41coscos2coscos     
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 a.1.42

2

coscos
coscos 







  

   
 

 a.1.43
2

2cos1
coscos 







k
kk  

（a.1.43）で定積分（a.1.44）を記述できる．（a.1.44）の右辺は（a.1.45）の右辺になる．（a.1.45）の右辺は（a.1.46）

の右辺になる．（a.1.44）の右辺に（a.1.46）の右辺を代入することで（a.1.47）を記述できる． 

        a.1.44d 2cos1
2

1
d coscos

2

0

2

0







 kkk  

      
 a.1.45

2

2sin

2

1

2

1
d 2cos1

2

1
2

0

2

0

2

0




 














 
 

k
k  

    a.1.46d 2cos1
2

1 2

0




 


k  

     a.1.47d coscos
2

0







kk  

（a.1.42）に弧度（a.1.30）および弧度（a.1.31）を代入すると（a.1.48）を記述できる．（a.1.48）で定積分（a.1.49）

を記述できる．（a.1.49）の右辺は（a.1.50）の右辺になる．  

   
   

 a.1.48
2

coscos
coscos 







kmkm
km  

   
   

 a.1.49d 
2

coscos
d coscos

2

0

2

0


 








kmkm

km  

       
 a.1.50d 

2

cos
d 

2

cos
d 

2

coscos 2

0

2

0

2

0


 





 








 kmkmkmkm

 

（a.1.50）の右辺の第 1 項は（a.1.51）の右辺になり，それを計算すると（a.1.52）になる．（a.1.52）の右辺は（a.1.53）

になる．（a.1.53）の右辺を（a.1.52）の右辺に代入すると（a.1.54）になる．  

 
   a.1.51d cos

2

1
d 

2

cos 2

0

2

0





 




km
km

 

 
 
 

 a.1.52
sin

2

1
d cos

2

1
2

0

2

0



 


















  km

km
km  

 
 

 a.1.530
sin

2

1
2

0


















km

km
 

   a.1.540d cos
2

1 2

0
 



km  

（a.1.50）の右辺の第２項は（a.1.55）の右辺になり，それを計算すると（a.1.56）になる．（a.1.56）の右辺を（a.1.55）

の右辺に代入すると（a.1.57）になる．（a.1.49）の右辺に（a.1.54）および（a.1.57）の右辺を代入することで（a.1.58）

を記述できる． 

 
 
 

 a.1.55
sin

2

1
d cos

2

1
2

0

2

0



 


















  km

km
km  
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 a.1.560
sin

2

1
2

0


















km

km
 

   a.1.570d cos
2

1 2

0
 



km  

     a.1.580d coscos
2

0







km  

（a.1.14）の弧度に（a.1.30）および（a.1.31）を代入することで（a.1.59）を記述できる．（a.1.59）で定積分（a.1.60）

を計算する． 

   
 a.1.14

2

coscos
sinsin 







  

 a.1.30  m  

 a.1.31  k  

   
   

 a.1.59
2

coscos
sinsin 







kmkm
km  

   
   

 a.1.60d 
2

coscos
d sinsin

2

0

2

0











kmkm

km  

定積分（a.1.60）の右辺は（a.1.61）に書き直すことができる．（a.1.61）の右辺の第 1 項は（a.1.62）になる．（a.1.62）

の右辺は（a.1.63）になる． 

       
 a.1.61d 

2

cos
d 

2

cos
d 

2

coscos 2

0

2

0

2

0








 








 kmkmkmkm

 

   
 a.1.62

sin

2

1
d 

2

cos
2

0

2

0



 



















 km

kmkm
 

 
 a.1.630

sin

2

1
2

0

















km

km
 

（a.1.61）の右辺の第２項は（a.1.64）になる．（a.1.64）の右辺は（a.1.65）になる．（a.1.63）の右辺を（a.1.60）の右

辺の第 1 項に代入して，（a.1.65）の右辺を（a.1.60）の右辺の第 2 項に代入することで（a.1.66）を記述できる． 

   
 a.1.64

sin

2

1
d 

2

cos
2

0

2

0



 



















 km

kmkm
 

 
 a.1.650

sin

2

1
2

0

















km

km
 

     a.1.660d sinsin
2

0




 km  

フーリエ級数（a.1.3）の両辺を（a.1.67）のように定積分する．定積分（a.1.67）の右辺に（a.1.68）を代入すること

で，（a.1.69）になる． 

 
 

          a.1.3cossin
2 1

0 





m

mm mfbmfa
fa

f   

           a.1.67dcosdsind
2

d
1

2

0

2

0

2

0

0
2

0
 














 
k

kk kfbkfa
a

f
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         a.1.680d cosd sin
1

2

0

2

0








  






k

kk kfbkfa


  

   a.1.69d 
2

d 
2

0

0
2

0








a

f  

（a.1.69）の右辺を計算すると（a.1.70）になり，（a.1.71）を記述できる．（a.1.71）の右辺にはフーリエ係数（a.1.4）

が記述されている．（a.1.71）の右辺からフーリエ係数（a.1.4）を導出する．（a.1.71）を書き直すと（a.1.72）になる．

（a.1.72）からフーリエ係数（a.1.73）になる． 

     a.1.70
2

d 
2

0
0

2

0










a

f  

   a.1.712
2

d 0
2

0





 a
f  

     a.1.4d  
1 2

0
0 









ffa  

   a.1.72d  
2

1

2

2

0

0 











f
a

 

   a.1.73d  
1 2

0
0 









fa  

フーリエ係数（a.1.5）を導出するために，フーリエ級数（a.1.3）を使用して（a.1.74）のように定積分する．（a.1.39）

および（a.1.66）を使用することで，（a.1.74）は（a.1.75）に記述できる．（a.1.20）を使用することで，(a.1.75)は（a.1.76）

に記述できる．（a.1.76）からフーリエ係数（a.1.77）を導出できる．フーリエ係数（a.1.5）はフーリエ係数（a.1.77）

に一致する． 

         a.1.5,2,1,d sin
1 2

0
 



mmffam






 

     

             a.1.74d sincosd sinsin                                        

d sin
2

d sin

1

2

0

2

0

2

0

0
2

0

 

















 



m

mm kmfbkmfa

k
a

kf









 

     a.1.390d cossin
2

0




 km  

     a.1.660d sinsin
2

0




 km  

           a.1.75d sinsind sin
2

0

2

0







 kkfakf k  

     a.1.20d sinsin
2

0







tkk  

       a.1.76dsin
2

0







fakf k  
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       a.1.77dsin
1 2

0










kffak  

フーリエ係数（a.1.6）を導出するために，フーリエ級数（a.1.3）を使用して（a.1.78）のように定積分する．（a.1.39）

を使用することで，（a.1.78）は（a.1.79）に記述できる．（a.1.58）を使用することで，(a.1.79)は（a.1.80）に記述でき

る．（a.1.80）からフーリエ係数（a.1.81）を導出できる．フーリエ係数（a.1.5）はフーリエ係数（a.1.81）に一致する． 

         a.1.6,2,1,d  cos
1 2

0










mmffbm  

     

             a.1.78d coscosd cossin                                        

d sin
2

d cos

1

2

0

2

0

2

0

0
2

0

 

















 



k

kk tktkfbtktkfa

tk
a

kf









 

           a.1.79d coscosd cos
2

0

2

0







 kkfbkf k  

     a.1.580d coscos
2

0







km  

       a.1.80d cos
2

0







fbkf k  

       a.1.81d cos
1 2

0










kffbk  

 

著者の経験では，波の関数（a.1.3）の周期は波の形から周期的に繰り返す時間を使用することで決定できる．そのよ

うな波の周期は――フ
・

ー
・

リエ
・ ・

級数理論
・ ・ ・ ・

の
・

振動数
・ ・ ・

も考えるものとする．――，著者が構築している波の理論での正弦波の

振動数に応用できる．このことは，本書の正弦波でフーリエ級数を記述できることから明らかである．ただし，本書の

正弦波の振動数（2.5）は正の実数である．フーリエ変換を導出する際に，数学理論で信号の振動数を仮定する．そのよ

うな数学理論の中で仮定された振動数に０以下の実数を仮定する．このように負の実数から正の実数を振動数の区間と

して，その区間内で振動数を独立変数とする信号の関数を定義する．そのような振動数を独立変数とする信号の関数を

使用して，サンプリング定理を導出できる１４）．サンプリング定理の応用は情報を伝送する技術に応用されており，その

ような分野の成果としての評価があるものと２０１１年１２月現在の著者は考えている．本書の理論では，そのように

サンプリング定理で使用する周波数と呼ばれる変数を正弦波の周波数（2.5）に等しいものとして説明しないことは重要

である． 

   2.50,Hz  



T

v
正弦波の振動数の定義 

 
 

          a.1.3cossin
2 1

0 





m

mm mfbmfa
fa

f   

上述の（a.1.3）のように周期関数で表現できる信号に周期を定めることで，（2.5）のように振動数を認める本書の正

弦波を使用することはできない．本書の正弦波には，正円の円周上に仮定した点が等速の速さ（2.6）で回転することを

仮定している．このことでは，理論上はある位置で振動が生じていて，その振動の振幅の値が時点を独立変数とする関

数で記述できる．その関数は波を描くことになる．この条件は，数学の周期関数を保証されることでは満足しない．こ
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のように点の回転を仮定することで，正弦波の振動数（2.5）を仮定している．正弦波の速さ（2.6）を仮定しているの

で（2.5）の右辺は零にならないことは明らかである．波の形が繰り返し循環することが保証されることのみで，正弦波

の振動数を定義することはできない． 

     2.60const.,wave 
TT

vtvv  正弦波の速さ 

フーリエ級数を使用して（a.1.3）の右辺のように解析することは三角関数の正弦および余弦で記述する術を不える．

そのように（a.1.3）の右辺で記述することを数学では調和解析（harmonic analysis）と呼んでいる．２０１１年１２月

現在の本書の理論は調和解析で波を記述できることを仮定している．そのように調和解析では，正弦波の振動数で波を

解析できる．そして，（a.1.3）の左辺の信号から周期を計算して，その逆数をその信号あるいは周期関数の振動数とす

る方法を使用しないで済む．フーリエ変換でサンプリング定理を導出する際に，0 以下の振動数を使用することで，振

動数に零を仮定することはすでに触れた．この場合には，周期を振動数の逆数であるものと計算することが成立しない

――分母が零になる場合がある．――．著者の定義した正弦波の周期（2.4）および振動数（2.5）には零を認めていな

い． このことは，周期（2.4）の右辺の波長（2.3）および振動数（2.5）の右辺の正弦波の速さ（2.6）から明らかであ

る． 

   2.30,2   r 正弦波の波長の定義 

   2.40,s 
T

T

v
v

T 




正弦波の周期の定義 

   2.50,Hz  



T

v
正弦波の振動数の定義 

ⅱ. 一般の波が伝搬している場合の波の速さ 

フーリエ級数（a.1.3）で描くことができる波で，正弦波が使用できる場合の波の速さについて考察する．波の速さは

文献１で定義した．その波の速さの定義では，弧度を計算できる正円を仮定している．波を描く際に弧度を対応させる

ことは解析する者の勝手である．一般的な技術に，フーリエ級数（a.1.3）を使用して弧度に対応を不えた波を描くこと

ができる．このように弧度を導入できれば，波の速さの定義（2.2）を使用できる．このことから，波の振幅を関数の値

とする際に，弧度を独立変数として導入する術が問題になる．この問題には，解析を容易にすることからも，ここでの

考察ではフーリエ級数（a.1.3）を使用することにする． 

 
 

          a.1.3cossin
2 1

0 





m

mm mfbmfa
fa

f   

 
   

 2.2lim
0

wave 
t

t

h h

tlhtl
tv

t





――正円上に仮定した点で定義する――波の速さの定義 

正弦波の速さを使用することで，その波の速さは定数である．質点の速さを計算するには，質点の速度ベクトル――

文献１５で質点の速度ベクトルを定義した．――の大きさを計算する．質点の速度ベクトルを計算するには質点が必要

である．伝搬する波は質点では定義できない．このことは波が質点の移動で考えるものではなく，物理量の振動で考え

ることによる．このことで，波の速さが定数である場合には，速さ掛ける時間で波の伝搬距離を計算できることは数学

および物理学で明らかである．このような計算方法で伝搬している振動現象の波の速さを計算することは，基本波にな

る正弦波の速さを応用することとは異なる．フーリエ級数の基本波を使用することでフーリエ級数理論での議論を保証

できる． 

観測して描いた波のグラフから計算する場合はグラフの誤差を除去するのにグラフ以外のものを必要とするものと著

者は考える．元のデータから直接速さを計算する場合には，各値の測定誤差を除去する方法が問題になる．元のデータ



A LIFE COM. 
理論物理学での波の関数２ 

 
 

20 

を測定する際に，時間を観測することは一般には可能であるものと仮定する．観測している物理量の振動現象が空間で

伝搬することを観測できる保証はない．このデータは空間内の１点での物理量の振動を観測しているものである．振動

している物理量が，観測している位置の近傍でどのような現象を示しているものかは一般には仮定できない．その位置

での振動現象が他の位置での振動現象と物理学で等しいものと保証できないことからも，波の速さをどのように定義す

るべきかは課題になる．著者が独自に構築している本書の波の理論では，観測している１点で波の速さを定義している．

このことで，観測している位置の近傍で物理量の振動現象が異なる場合でも，波の速さを観測している位置の波のみで

計算できる．フーリエ級数の基本波になる正弦波の速さを，その波の速さとして扱うことができる． 

時点を定数に仮定した場合での各位置での振幅の値を連結させて，フーリエ級数で記述できるひとつの波を描けるも

のと仮定する．その波のフーリエ級数には，基本波を計算することになる．その波は時点を定数に仮定した場合で観察

できるものであるので，その波のそれぞれの弧度に対応する振動現象が近傍の位置に伝搬していることを保証している

波ではない．そのフーリエ級数の基本波の弧度を計算する正円に，等速で回転する点を仮定することは理論上可能な余

地がある．そのように回転する点で計算する波の速さは，実際に空間を伝搬する波の速さである保証を不えられていな

い．その波が空間の１点で振動していることを仮定――２次元の直交座標系の横軸は時点を独立変数にできる．――で

きるならば，その波が空間を伝搬している速さであるものかを考えることもできる． 

時点を定数にした場合で，上述のようにひとつの波を描くことができる．各時点で各位置の波の振幅がフーリエ級数

でひとつの波に描けるように連結することを仮定する．そして，そのフーリエ級数の波を描く振動は０rad に対応する

位置で周期をもつ振動として観測できるものと仮定する．各位置の振動は，その独立変数となる弧度が，それぞれ異な

る値でのフーリエ級数の波の振幅値を示すことになる．この仮定では，フーリエ級数――各位置でフーリエ級数に記述

できる波を考える．――の基本波になる正弦波の速さが等しいことになる．このことで，各時点での各位置の振幅を知

るのに独立変数の距離を角周波数で書き直すことができる．このことは，次のように説明できる．フーリエ級数での基

本波の正円の円周上に仮定する点で，基本波の弧度を計算できる．時点が定数の場合では，各位置に対応する弧度をフ

ーリエ級数の基本波の弧度として計算できる．それらの弧度は同じ正円で同時に計算できる．複数の弧度は，波を描く

２次元直交座標系の横軸の目盛りに対応を保証される．このことでは，円周上に仮定する点は無数であり，それぞれの

点は直交座標系の横軸の値に対応を不えることになる．円周上に仮定した各点が等しい速さで回転しているならば，各

点に横軸の弧度を１対１で対応させることができる．このことでは，そのひとつの波の 1 周期を描くフーリエ級数の基

本波になる正弦波の速さは，円周上の各点の速さに等しいことになる．一般には，各フーリエ級数の基本波での正弦波

の速さは，互いに等しいものとは限らない． 

空間の１点で振動現象の波を描く直交座標系の横軸は時点を独立変数にすることができる．その横軸を使用した直交

座標系で，ひとつに描いた波のフーリエ級数から波の速さ（2.2）を応用できる．その波の速さは，基本波になる正弦波

の速さなので定数として扱える．実際，各位置の波の速さがそれぞれ等しい定数であることは保証できない．このこと

は，波が伝搬する過程で空間を構成している各物理量が異なることから説明できる．波の速さ（2.2）には空間の１点で

観測した振動現象の波の速さを仮定している．２０１１年現在の著者の考えでは，それぞれの波の速さの関係を説明す

る理論の構築は各研究での応用問題である．ただし，空間でひとつの波が伝搬しているならば本書の波の速さは定数で

あるので，その波の速さが各位置で等しいことは明らかである． 

フーリエ級数理論では，元のデータからの関数を使用する．フーリエ級数を描く場合には関数を定義するのに都合が

よい観測データであるものかは重要なことである．データが，その関数を定義するのに十分でない場合にはフーリエ級

数で波の速さを計算することは適しているものとは保証できない．十分な関数が定義できたならば，波の１周期に伝搬

する距離および波の速さは基本波の弧度を計算できる正円から計算できる．波の１周期に伝搬する距離は，基本波のフ
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ーリエ係数を使用して正弦波の波長から計算できる．波の速さは，その正円の弧の長さから計算できる．このことでは，

波の１周期に伝搬する距離は，関数からフーリエ級数で計算するので，グラフを描いて読むものよりも数字を不える根

拠を数学理論に基づくことができる．弧の長さを計算することでは，関数の各値の誤差が等しくないことも仮定できる．

このような客観的な根拠を不えて論じることができるので，分りやすく――数学としては難解になる場合も著者は考え

る．――できる． 
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