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著者抄録 

心臓-血管系が数学的な近似モデルで，線形時変システムであり，その解が安定な周期解にな

り構造安定であることの導出に成功した．物理的な近似モデルでは，線形回路網で表現できるこ

とに成功した． 

数学的モデルの線形時変システムは，行列表示では非斉次方程式と血液量の行列の出力で記述

できた．非斉次方程式の強制項には心臓あるいは血管の内圧が成分となる．この線形時変システ

ムの数値解析の計算結果は左心室の内圧と容積の測定値と完全に一致した．この数値解析の結果

を示す線形時変システムの出力を任意のｎ個の成分表示となるまで拡張して，心臓部のみでなく

血管部にも時変型コンプライアンスを導入した線形時変システムを記述した．この線形時変シス

テムで使用したコンプライアンスと流れの抵抗は著者自身の独自の定義である． 

本論文の循環系の回路モデルの物理的モデルを電子工学の線形回路網と看做してキルヒホッフ

の法則を使用して線形微分方程式系を導出することに成功した．物理的モデルには上述の流れの

抵抗とコンプライアンスが回路要素として使われている．このほかに，上述の非斉次方程式の強

制項に対応する線形回路を設計した．この線形回路は，電子回路のボルテージホロワに対応する

循環系の演算増幅器，と時変型コンプライアンスを接続したものである．この循環系の線形回路

モデルは，電子回路の電圧制御電圧源に対応関係をもつ． 

キーワード 心臓-血管系・集中定数回路モデル・コンプライアンス・流れの抵抗・キルヒホッフの法則・

線形素子・線形回路網・線形時変システム・非斉次方程式・強制項 
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The time-varying lumped circuit model of the 

cardiovascular system. 
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℡：0282-82-6505 

e-mail：alifecom@s45.xrea.com 

 

Abstract 
I got some mathematical approximate models and some physical approximate models of a 

cardiovascular system. The mathematical approximate models are linear time-varying systems. 
Solutions of the linear time-varying systems are periodic solutions. Structures of the linear 
time-varying systems are stable. The physical approximate models are linear networks. 

The linear time-varying systems have inhomogeneous equations and outputs of blood of 
approximate models. The inhomogeneous equations have functions of pressures of a cardiovascular 
system. Some results of a linear time-varying system are equal to measured values of left ventricular 
volume and left ventricular pressure. I have some linear time-varying systems which have n outputs. 
These linear time-varying systems have n resistances and n time-varying compliances which I defined. 

I think the above physical approximate models linear networks of electronics, and then I get linear 
differential equations. I introduced Kirchhoff ’s law to a solution of the lumped circuit model of the 
cardiovascular system. This time-varying lumped circuit model of the cardiovascular system ――the 
above  physical approximate models ―― has the above resistances and the above compliances. I 
designed linear circuit. This linear circuit corresponds to a voltage controlled voltage source. I think 
some part of this linear circuit a circuit which corresponds to a voltage follower of electronics. 
Keywords approximate models・cardiovascular system・linear time-varying system・periodic solution・

structure・inhomogeneous・ventricular・volume・pressure・Kirchhoff ’s law・lumped circuit・
voltage controlled voltage source・voltage follower 
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1 まえがき 
本論文では，時変型集中定数回路モデル――物

理的モデル――と，その数学的モデルの特性につ

いての報告をしている．2.1 で使用した時変型集

中定数回路モデルにはコンプライアンス，流れの

抵抗，スイッチおよび波形操作回路――あるいは

整流素子――で構成している．スイッチは他の循

環系の回路モデルで使用しているものと同じであ

る．波形操作回路は新規性のある循環系の回路モ

デルの構成要素であると著者は考える．この構成

要素としての波形操作回路は著者独自による提案

であり，著者は成書や論文ではまだ読んだことは

ない．本論文ではこの波形操作回路――あるいは

整流素子――は数学的処理をする際に使う簡単な

規則として使用した．本論文では本格的には，こ

の波形操作回路には取り組んではいない．コンプ

ライアンスおよび流れの抵抗は成書での循環系の

回路モデルにも使用しているが，本論文のそれら

は著者独自による定義を 2.2 で与えている．この

コンプライアンスは 1999 年に著者が既に発表し

ている．心臓部で使ったコンプライアンスは時変

型のコンプライアンスである．この時変型のコン

プライアンスは線形作用素として満足する．そし

て，電気回路素子と対応関係を与えると線形素子

となる． 

これらの回路の構成要素と循環系の回路モデルを

電気回路――あるいは電子回路――とその物理量

に対応させた関係を与えて，回路方程式を導出し

ている．この場合は，循環系の回路モデルを電気

回路論の線形回路網として看做すことができる．

この回路方程式の導出の際にはキルヒホッフの法

則の電流連続の法則と電圧平衡の法則を使って導

出することに成功した． 

導出した回路方程式から線形時変システムを記

述した．この線形時変システムは非斉次方程式で

記述した．3 章で，この線形微分方程式系を数値

解析した計算結果では，この方程式系の左心室の

容積と内圧の値とそれらの測定値とは完全に一致

した．著者の学生時代の文献調査では心室の容積

と内圧の両方を同時に計算してそれらの測定値と

比較した文献は見つからなかった．また,循環系の

数学的モデルの計算結果では測定値と完全に一致

したものも著者の文献調査では見つからなかった． 

4 章では数学的モデルや３章の解析結果の考察

をした．4.2.1 では運動方程式からコンプライアン

スの導出をした．２章で定義したコンプライアン

スが内圧で定義したのに対して，この導出したコ

ンプライアンスは応力で記述してある．また，

4.2.1 では生理学で紹介してあるコンプライアン

スからε-近傍で保証がある第一階の導関数とな

るコンプライアンスを導出した．さらに，そのコ

ンプライアンスの媒介変数表示の記述をした．こ

の媒介変数表示のコンプライアンスは特に他の循

環系の回路モデルで数学的記述の同じものが使用

されている． 

しかし，上述の生理学からの媒介変数表示の第一

階の導関数のコンプライアンスは血圧でなく，0

ｍｍHｇに対する内圧で計算している．一般的な

循環系の回路モデルでは，生理学からの――第一

階の導関数の――コンプライアンスに血圧を使用

している．この一般的な循環系の回路モデルのコ

ンプライアンスの計算では，測定値からの考察で

は分母に零をとるものが多いようであると著者は

考える．この定義域を無視した使用は，――4.3

で論じたが――物理学でのベルヌーイの定理やハ

ーゲン・ポアズイユの法則とも整合しない計算を

導くことになる．本論文で，このような数学理論

や物理学とは異なる結果を得る使用を防げれば循

環系の回路モデル分野にとって幸いではないかと

著者は考える． 

上述で説明したように本論文では，内圧と応力

のそれぞれでコンプライアンスを定義している．

運動方程式から導出したものは体積密度×加速度

が零でないことが前提となる．このために，つり

あい状態にあり，加速度が零になるものではコン

プライアンスは定義していない．他方，体積密度

×加速度が零の場合でも計算できるコンプライア

ンスを定義した．そして，これらのコンプライア
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ンスを統一的に扱うための基礎を D’Alembert の

原理で考察してみた． 

4.9 では，3 章の非斉次方程式のコンプライアン

スの部分をすべて時変型のコンプライアンスに替

えた．さらに，その非斉次方程式の強制項をすべ

てのコンプライアンスの内圧で記述した．ただし，

流れの抵抗とコンプライアンスの個数はｎ個に拡

張した．この書き換えた非斉次方程式は，解は安

定な周期解で構造安定な微分方程式であることを

著者は考察した．心臓-血管系では非線形性を主張

する文献もある．循環系の回路モデルを線形回路

網でこのような線形微分方程式系に記述すること

は成書でも著者は読んだことはない． 

4.10 では 4.9 の線形微分方程式を導出できる物

理的モデルを設計することに成功した．循環系の

回路モデルは時変型コンプライアンスと流れの抵

抗の個数をそれぞれｎ個に拡張してある．このｎ

個のコンプライアンスに次の演算増幅器を接続し

たものが，その新しい循環系の回路モデルである．

その演算増幅器はボルテージホロワと呼ばれるも

のである．このボルテージホロワに対応する循環

系の回路モデルの演算増幅器を定義した． 

この演算増幅器と時変型コンプライアンスを接続

して線形回路を設計した． この新しい線形回路は

電子回路の電圧制御電圧源に対応関係を与えた．

この電圧制御電圧源に対応する線形回路は著者独

自の提案である．この線形回路に使用しているボ

ルテージホロワと対応する演算増幅回路も著者独

自の提案である． 

さらに，以下のように幾つかの考察をした．本

論文では質点系の力学で液体を扱いコンプライア

ンスを計算している．しかし，この質点系のコン

プライアンスを使うには本論文の考察だけでは十

分でない．その理由の一つとして，質点系の計算

での熱力学的変化の影響を考察していない．著者

が十分なデータを持っていないことを理由に本論

文では，この考察をしていない．また，既知の生

理学での指導を考察するために著者が参考に使っ

たものが 4.4 での容積と応力の正規直交系での考

察である．同様に，容積と応力の媒介変数表示―

―時間ｔ――の平面座標上での接線の傾きとコン

プライアンスの考察を 4.6 で行った．4.6 では著者

が定義したコンプライアンスを使って，力・加速

度・体積密度・容積・応力・断面積などの関係を

考察した．4.6 の最後には著者の定義したコンプ

ライアンスを平均変化率として考察した．この平

均変化率での考察は心臓-血管系の発生からコン

プライアンスを追跡する技術についての考察へ結

ぶことを著者は考えている．しかし，4.6 の平均

変化率の考察では，この追跡の考察へ結ぶことは

完了していない．4.6 の考察は全体として，コン

プライアンスでシステムとしての心臓-血管系を

解析するための参考までのものである． 

2 理論 1）2） 
本論文では，2.1 の物理的モデルと 2.2 の数学的

モデルによる計算をしている．2.1 で本論文の循

環系の線形時変システムを導出するのに使う物理

的モデルを論じる．2.1 の物理的モデルから研究

を始めて，最終的には本論文の研究成果となる

4.10.2 の循環系の回路モデルの物理的モデルに結

ぶことになる．2.2 で循環系の回路モデルの要素

と電気回路の要素との対応関係を与える．その対

応関係を用いて図 2.1 の物理的モデルを電気回路

として計算すると，本論文でシミュレーションを

する連立微分方程式群が得られる．2.2 の数学的

モデル――特に時変型コンプライアンスと流れの

抵抗――と電気回路要素との対応関係は本論文の

最後まで使用する． 

2.1 物理的モデル 

図 2.1 は本研究論文の物理的モデルである．

実際の人間システムの循環系は図 2.1 よりも

複雑なシステムである． 

r1～r9 は，時不変型流れの抵抗である．c1(t)

と c6(t)はそれぞれ左心室と右心室の時変型

コンプライアンスである．c9(t)と c5(t)はそれ

ぞれ左心房と右心房の時変型コンプライア

ンスである．c2，c3，c4，c7 および c8 は定数

の時不変型コンプライアンスである．c3，c4，
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c7 および c8 は物理的モデルを簡単化するた

めに仮想的に幾つかの血流路をまとめたモ

デルである．c2 は上行大動脈である．c3 は動

脈-毛細血管系である．c4 は毛細血管-静脈系

である．c7 は右心室に近い動脈系である．c8

は c7 に含まれない肺循環の血流路として記

述している．図 2.1 の物理的モデルのコンプ

ライアンスと流れの抵抗は本論文 2.2 で著者

が定義した式で与える．波形操作回路 BC1

――あるいは整流素子――は静脈弁として

扱うものとする．この波形操作回路の静脈弁

としての使用は著者の独自の提案である．こ

の波形操作回路を使用した文献を，まだ著者

は読んだ事はない．本論文の波形操作回路は

電子回路論の波形操作回路と同じ特性にす

る計画ではない．実際の弁の特性は電子工学

での波形操作回路とは異なる特性であるも

のと著者は考える．また，電子回路論のダイ

オードとは実際の弁の特性は異なるものと

著者は考える．ダイオードよりも弁の特性に

近い循環系の回路モデルの要素の設計を考

え，波形操作回路を著者は提案した．本論文

では，この波形操作回路と静脈弁の対応関係

を，本格的には研究していない．この波形操

作回路の数学的処理としては，回路方程式を

導出する際に簡単な規則として使用した．ス

イッチは近似モデルとして心臓弁を記述し

た． 

図 2.1 の本論文の解釈では，状態（収縮期

や拡張期など）により各時不変型集中定数は

変化することが可能である．また，波形操作

回路の特性を替えることも可能である．スイ

ッチの開閉特性は心臓周期の時間関係に従

って決定した． 

 

 

2.2 数学的モデル 

2.2 では，図 2.1 の循環系の回路モデルで

使う循環系の回路要素を定義した．さらに，

それらの要素を使って電気回路論のキルヒ

ホッフの法則を用いて連立微分方程式群を

導出している． 

2.2.1 時変型コンプライアンス 

本論文で，心臓部に利用されている時変

型のコンプライアンスは，著者が（2.2.1.1）

に定義した．（2.2.1.1）の分子は血液量あ

るいは容積である．一般的には，（2.2.1.1）

の分母の内圧は（2.2.1.2）の左辺であると

する．（2.2.1.2）の右辺の第一項は血圧で

あり，第二項は大気圧である．また，p(t)

は 0 mmHg に対する血管あるいは心臓に

図 2.1 の物理的モデルの要素についての解釈を挙げる． 

物理的モデルの要素への物理的解釈 

r1,r5,r6,r9：流れの抵抗 

r2,r3,r4：体循環に於ける流れの抵抗；r7,r8：肺循環に於ける流れの抵抗

c2：体循環に於ける上行大動脈のコンプライアンス 

c3：体循環に於ける血流路(血流路 1)のコンプライアンス 

c4：体循環に於ける血流路(血流路 2)のコンプライアンス 

c1(t)：左心室のコンプライアンス；c5(t)：右心房のコンプライアンス 

c6(t)：右心室のコンプライアンス；c9(t)：左心房のコンプライアンス 

c7：肺循環に於ける血流路(血流路 3)のコンプライアンス 

c8：肺循環に於ける血流路(血流路 4)のコンプライアンス 

BC1（整流素子あるいは波形操作回路）：静脈弁 

gm1(出口弁)：大動脈弁(半月弁)；gm5(入口弁)：三尖弁(房室弁) 

gm6(出口弁)：肺動脈弁(半月弁)；gm9(入口弁)：僧帽弁(房室弁) 

図 2.1 時変型集中定数回路モデル 
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作用する内圧である．図 2.2 は血圧の説明

図である．図 2.2 の点 h は心臓あるいは血

管の内壁にあるものとする． 

( ) ( )2.2.1.1L0)(,mmHg
ml

)(
)()( ≠⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡≡ tp

tp
tqtc  

( )2.2.1.2LmmHg])[()()( 0v tptptp +=  

( )2.2.1.3L[mmHg])()()( 0v tptptp −=  

p(t)

p (t)v

p (t)
0

hＡ Ｂ

 

図 2.2 に点ｈを仮定する．この点ｈに内

圧（2.2.1.4）を図 2.2 の矢印の方向に仮定

する．このとき，点ｈに大気圧（2.2.1.5）

を図 2.2 の矢印の方向に仮定する．ここで，

点ｈに血圧（2.2.1.6）を図 2.2 の矢印の方

向 に 仮 定 す る ． 図 2.2 に 断 面 積 Ａ Ｂ

（2.2.1.7）を想像する．このとき，（2.2.1.4）

～（2.2.1.6）の圧縮力は断面積ＡＢ（2.2.1.7）

で点hに作用する各力で定義できるものと

する．ただし，断面積ＡＢ（2.2.1.7）の断

面は，図 2.2 の矢印の方向に垂直である． 

ここで，断面積ＡＢ（2.2.1.7）に作用する

各力は（2.2.1.8）のように釣り合うものと

する．(2.2.1.8)の右辺の第一項と第二項は，

実際に存在する力である．（2.2.1.8）の―

―負号を含める――第三項は（2.2.1.8）の

釣り合いの関係を説明するために仮定し

た力である．また，（2.2.1.8）の右辺の第

三項の力は（2.2.1.8）の右辺の第一項と第

二項の減算によるベクトルとは逆の向き

で同じ大きさである． 

（2.2.1.8）から（2.2.1.9）のように（2.2.1.7）

に掛けた各圧縮力の加減算を記述できる．

（ 2.2.1.9 ） か ら こ の 加 減 算 の み を

（2.2.1.10）のように残すことができる．

（2.2.1.10）から血圧（2.2.1.6）が（2.2.1.11）

に記述できる． 

( )2.2.1.4L)(tp  

( )2.2.1.5L)(0 tp  

( )2.2.1.6L)(v tp  

( )2.2.1.7LS  

( ) ( )2.2.1.8L0)()()(
v0

=×−×−× StpStpStp

( ) ( )2.2.1.9L0)()()(
v0

=×−− Stptptp  

( )2.2.1.10L0)()()( v0 =−− tptptp  

( )2.2.1.11L)()()( 0v tptptp −=  

2.2.2 時不変型流れの抵抗 

本論文で，時不変型の流れの抵抗は，著

者が（2.2.2.1）に定義した．本論文での流

れの抵抗の計算は，すべて時不変型集中定

数回路要素である．ただし，p1(t)と p2(t)は

（2.2.1.2）の左辺である．i(t)は（2.2.2.2）

で血流量である．（2.2.2.2）の q(t)は血液量

あ る い は 容 積 で あ る ． 時 間 T=T2-T1

（T2>T1）の平均値は（2.2.2.3）と（2.2.2.4）

に記述できる．バーは時間 T の平均を意味

する．（2.2.2.3）と（2.2.2.4）から時不変型

流れの抵抗 r を（2.2.2.5）に計算できる． 

( )2.2.2.1
-

L⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅≡ l

12
m

smmHg
)(

)()(
ti

tptpr  

[ ] ( )2.2.2.2Ls
ml

d
)(d)(
t
tqti =  

( )3.2.2.2d)(1)(
2

1

Ltti
T

ti
T

T
∫=  

( )4.2.2.2d)(1)(
2

1

Lttp
T

tp
T

T
∫=  

( )2.2.2.5L
)(

)()(
12

ti

tptp
r

−
=  

（2.2.2.1）で，実際の生体情報を時不変型

集中定数で記述することは難しく，定数と

図2.2 血圧の説明図 



A LIFE COM. 
循環系に関する研究報告 

AL_COM.CVSyst.1 on Dec. 27, 2006 
 

 10

して算出できない場合が多い．本論文では，

対象となる生物が獲得可能と考えられる

最小値 rmin.から最大値 rmax.の間の rmin.≦r≦

rmax.の範囲から定数rを定めることになる．  

2.2.3 時不変型コンプライアンス 

本論文で，時不変型のコンプライアンス

は，著者が（2.2.3.1）に定義した．p(t)は

（2.2.1.2）である．q(t)は血液量あるいは容

積である． 

( )2.2.3.1L⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≡ mmHg

ml
)(
)(
tp
tqc  

式（2.2.3.1）から式（2.2.3.2）を導出で

きる．式（2.2.3.2）の時間 T=T2-T1（T2>T1）

の平均値を計算すると（2.2.3.3）が記述で

きる．（2.2.3.3）から（2.2.3.4）が記述でき

る．バーは時間 T の平均を意味する．

（2.2.3.4）から（2.2.3.5）が算出できる． 

( )2.3.2.2)()( Ltpctq ×=  

( )3.3.2.2d)(1)(
2

1

Lttq
T

tq
T

T
∫=  

( )4.3.2.2)()( Ltpctq ×=  

( )2.2.3.5L
)(
)(
tp
tqc =  

（2.2.3.1）で，実際の生体情報を時不変型

集中定数で記述することは難しく，定数と

して算出できない場合が多い．本論文では，

対象となる生物が獲得可能と考えられる

最小値 cmin.から最大値 cmax.の間の cmin.≦c

≦cmax.の範囲から定数 c を定めることにな

る． 

標準的な測定値の平均的な値を専門書

にみることができる．本論文の時不変型集

中定数（2.2.2.5）あるいは（2.2.3.5）は主

にこのような測定データから算出するた

めに定義している． 

2.2.4 連立微分方程式 

本論文では，心臓の室と房のコンプライ

アンスの時間関係は図 2.3 の心臓周期の時

間関係から与えている．図 2.3 から心臓の

心室と心房との心時相の対応を知ること

ができる．図 2.3 の心臓周期の時間関係で

は，心房と心室の心周期は 0.8 秒間となる．

心房の収縮期は 0.1 秒間・心房の弛緩期は

0.7 秒間である．心室の収縮期は 0.35 秒

間・心室の弛緩期は 0.45 秒間である．心

房の弛緩期の 0.7 秒間に心室の収縮期の

0.35 秒間と心室の弛緩期の 0.35 秒間が認

められる．心房の収縮期の０.１秒間では心

室の弛緩期の 0.1 秒間が認められる．ただ

し，ここで挙げている値は標準的な測定値

であると著者は考える． 

心臓周期の時間関係図 2.3 から心房の血

液量の増減を予測している．心臓の収縮期

と弛緩期には血液の流出と流入がみられ

る．この前提で，心房の血液量の増減から

図 2.1 の 心 房 部 の コ ン プ ラ イ ア ン ス

（2.2.1.1）の特性曲線の増減の様子を知る

ことができる． 

本論文では（2.2.1.1），（2.2.1.2），（2.2.2.1）

および（2.2.3.1）を仮定の上で，図 2.4 を

与えた．循環系の回路モデルの要素と電気

回路の要素との対応関係を図 2.4 のように

与える．この対応関係を導入して物理的モ

デルから循環系の連立微分方程式の導出

をする． 

収縮期 

図 2.3 心臓周期の時間関係 
弛緩期［拡張期］

0.7s 

0.45s 

0.8s 

0.1s 

0.35s

0.1s

収縮期

収縮期
弛緩期［拡張期］ 0.1s

心臓周期 

急速弛緩期 

心房

心室 
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図 2.4 の導入で，循環系の回路モデル図

2.1 をｒ──電気抵抗──とｃ──コンデ

ンサ──の電気回路として計算できる．こ

のことからキルヒホッフの法則を用いて

回路方程式を記述することが可能となっ

ている． 

図 2.1 の物理的モデルでの心室の収縮期

と拡張期の２つの状態に対して図 2.4 の電

気回路要素との対応関係を導入した．この

ことで，電気回路論のキルヒホッフの法則

により回路方程式が記述できる．これらの

回路方程式の連立方程式と（2.2.4.1）で構

成 す る 連 立 方 程 式 か ら （ 2.2.4.2 ） ～

（2.2.4.19）を導出する．ただし，血液の

流れは左心室から上行大動脈へと流れ，回

路を一周して再び左心室に戻ることを仮

定して，回路方程式を導出する．この仮定

が図2.1ではBC1の機能を含めた規則と成

る．本論文の簡単なモデル（2.2.4.2）～

（2.2.4.19）では，理論上で（2.2.4.1）は

心臓周期に対していつでも成立する． 

( )1.4.2.20
9

1 d

d
L=∑

=i t
ciq  

（2.2.4.2）～（2.2.4.19）の連立微分方

程式は（2.2.4.20）の周期係数行列の微分

方程式に記述できる．この変数係数行列の

微分方程式は，（2.2.4.21）のような初期値

問題とすると次のような解の一意性と大

域解の保証がある 3)． 

変数係数行列が R 上で定義された t 上の連

続関数を成分とする 9×9 行列である．こ

のとき，（2.2.4.21）は，任意の初期値ηに

対してただ一つの解をもち，しかも-∞＜t

＜∞上で大域的に存在する． 

3 章のシミュレーションの数学的モデル

は，（2.2.4.22）と（2.2.4.23）を利用して

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）に記述できる． 

し か し ， 非 斉 次 方 程 式 （ 2.2.4.28 ） ～

（ 2.2.4.45 ） に 記 述 す る と 斉 次 方 程 式

（2.2.4.20）とは異なる微分方程式である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

内圧 ⇔ 電位 
流れの抵抗 ⇔ 電気抵抗 
血液量 ⇔ 電気量  
コンプライアンス ⇔ コンデンサ 

図 2.4 電気回路要素との対応関係 
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収縮期：（2.2.4.2）～（2.2.4.10）は収縮期に成立する循環系の連立微分方程式である． 
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拡張期：（2.2.4.11）～（2.2.4.19）は拡張期に成立する循環系の連立微分方程式である． 
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tcr
tcq

cr
tcq

t
tcq

tcr
tcq

cr
tcq

cr
tcq

cr
tcq

t
tcq

cr
tcq

cr
tcq

cr
tcq

cr
tcq

t
tcq

cr
tcq

cr
tcq

t
tcq

tcr
tcq

tcr
tcq

t
tcq

 

 

 

変数係数行列 )(tA の微分方程式 

( )20.4.2.2L)()(
d

)(d tqtA
t
tq

×=  



A LIFE COM. 
循環系に関する研究報告 

AL_COM.CVSyst.1 on Dec. 27, 2006 
 

 13

初期値問題 

( )21.4.2.2
)0(

)(
d
d

L
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

ηtq

qtA
t
q

 

（2.2.4.22）と（2.2.4.23）を用いて，（2.2.4.3），（2.2.4.8），（2.2.4.15），（2.2.4.19）から（2.2.4.24）

～（2.2.4.27）を導出する． 

( )2.2.4.22L
)(1

)(1)(1 tc

tcqtcp =  

( )2.2.4.23L
)(6

)(6)(6 tc

tcqtcp =  

収縮期： 

( )

( )25.4.2.2
87

)(8

77

)(7

76

)(7

6

)(6
d

)(7d

24.4.2.2
32

)(3

22

)(2

21

)(2

1

)(1
d

)(2d

L

L

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

×
+

×
−+

×
−=

×
+

×
−+

×
−=

cr

tcq

cr

tcq

cr

tcq

r

tcp

t

tcq

cr

tcq

cr

tcq

cr

tcq

r

tcp

t

tcq

 

拡張期： 

( )

( )27.4.2.2
9

)(1
)(99

)(9
)(98

)(9

88

)(8
d

)(9d

26.4.2.2
5

)(6
)(55

)(5
)(54

)(5

44

)(4
d

)(5d

L

L

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
×
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×

−
×

=

+
×

−+
×

−
×

=

r

tcp

tcr

tcq

tcr

tcq

cr

tcq

t

tcq

r
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tcr
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cr
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t
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収縮期：（2.2.4.28）～（2.2.4.36）は収縮期のシミュレーションに使った連立微分方程式である． 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )36.4.2.2
)(98

)(9

88

)(8
d

)(9d

35.4.2.2
)(98

)(9

88

)(8

87

)(8

77

)(7
d

)(8d

34.4.2.2
87

)(8

77

)(7

76

)(7

6

)(6
d

)(7d

33.4.2.2
76

)(7
)(66

)(6
d

)(6d

32.4.2.2
)(54

)(5

44

)(4
d

)(5d

31.4.2.2
)(54

)(5

44

)(4

43

)(4

33

)(3
d

)(4d

30.4.2.2
43

)(4

33

)(3

32

)(3

22

)(2
d

)(3d

29.4.2.2
32

)(3

22

)(2

21

)(2

1

)(1
d

)(2d

28.4.2.2
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)(2
)(11

)(1
d

)(1d

L

L

L

L

L

L

L

L
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⎠
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+

×
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−
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=
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+
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−
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=
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+
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+
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tcq
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r
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拡張期：（2.2.4.37）～（2.2.4.45）は拡張期のシミュレーションに使った連立微分方程式である． 

( )

( )

( )

( )

( )
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( )
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3 計算方法と計算結果 
本章では（2.2.4.28）～（2.2.4.45）の解を数値

解析で算出する．この数値解析の際に（2.2.4.28）

～（2.2.4.45）の定数の値を決定する．この決定し

た定数は本章に掲載している解の特性の図 3.1～

図 3.16 を計算する際に使用した．これらの定数を

決定する際には，各パラメータに値を与えて微分

方程式の解を求め，その解の特性――主に値と波

形を観察した――の観察をして決定した． 

本章で使う連立微分方程式群は，収縮期と拡張

期に分けている．収縮期で使う連立微分方程式は

（2.2.4.28）～（2.2.4.36）である． 拡張期で使う

連立微分方程式は（2.2.4.37）～（2.2.4.45）であ

る． 

図 3.1～図 3.16 に本論文の計算結果としての特

性図を載せている．これらの特性図で使っている

各記号の意味を挙げる． 

容積 

左心室：nqc1，上行大動脈：nqc2， 

右心房：nqc5，右心室：nqc6， 

左心房：nqc9, 

内圧 

左心室：nvc1，上行大動脈：nvc2， 

右心房：nvc5，右心室：nvc6， 

左心房：nvc9， 

これらの変数の値は，シミュレーションにおける

計算結果の値を使って算出した有限フーリエ解析

による式の値である． 

シミュレーションと標準的な測定値から（3.1）

と（3.2）の時不変型集中定数の値を決定した．図

3.1～図 3.16 の特性はこれらの値を使ったときの

計算結果である． 

( )1.3

100.80r,100.70r

104.151r,106.878r,104.21r

0.2c,07.0c

0.4c,103.660c,107.115c

3
8

1
7

3
4

3
3

3
2

87

4

3
3

3
2

L

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

×=×=

×=×=×=

==

=×=×=

−−

−−−

−−

 

（3.1）の時不変型集中定数の各値は図 3.1～図

3.16 を算出する際に使用した．（2.2.2.5）と

（2.2.3.5）からおおよその各部位の定数値を算出

し，その後，数値解析の微分方程式の解を観察し

て（3.1）を決定した．これらの時不変型集中定数

の値は左心室部の圧と容積の計算結果や他の心臓

-血管系の波形に大きく影響を与えるものではな

かった． 

( )2.3
107r,101r

101r,107r

5

9

4

6

4

5

5

1
L
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

×=×=

×=×=

−−

−−

 

（3.2）として計算を行った．これらの，定数は特

に左心室部の内圧の精度に影響を与える．著者の

計算環境に依存するために，（3.2）と各関数の項

数には規制があった． 

数式処理言語として，Mathematica3.0 Students 

Version を利用した．命令は NDSolve 命令による

For 命令を利用した繰り返し計算である．本章の

計算結果は，100 回程度の繰り返し計算で得られ

る．収縮期は，0.32[s]間とした．総血液量の初期

値は，5600[ml]とした．シミュレーション前の血

流量の平均値は，5600ml/min とした．大気圧は

800[mmHg]とした． 

本論文のヒト左心室の容積と内圧の測定値は，

それぞれ 88 個であり，精度は小数点以下 1 桁で

ある．測定値から，有限フーリエ解析により時変

型コンプライアンスと 0[mmHg]に対する左心室

部圧の式を計算した．シミュレーションでは，左

心室部圧の有限フーリエ解析による式の高調波は，

cos 波が第 44 高調波，sin 波が第 43 高調波まで

である．左心室部の時変型コンプライアンスの有

限フーリエ解析による式の高調波は，余弦波が第

24 高調波，正弦波が第 25 高調波までである． 

右心室部の圧の値は，左心室部圧の測定値のｎ

（ｎは，実数とする．）＜１倍として計算した 88

個の値を利用した．本論文の計算は n=0.8 である．

シミュレーションでは，右心室部圧の有限フーリ

エ解析による式の高調波は，cos波が第44高調波，

sin 波が第 43 高調波までである． 

容積は左心室部と同じものを利用している．シミ

ュレーションでは，右心室部の時変型コンプライ

アンスの高調波は，cos 波及び sin 波が第 7 高調
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波までである． 

心室部の時変型コンプライアンスの精度は，そ

の心室部の容積の精度に影響を与える．コンプラ

イアンスの（2.2.1.1）は容積値を（2.2.1.5）と

（2.2.1.6）を加算した値で割っている．このこと

から，（2.2.1.6）よりも十分大きな（2.2.1.5）であ

る環境における（2.2.1.1）の波形は容積の波形と

類似の波形である．ただし，（2.2.1.5）がほぼ定数

の場合である．このことは，図 3.1 と図 3.2 での

心室部のコンプライアンスの波形に見ることがで

きる． 

心房のコンプライアンスも同様に心房の容積の波

形に類似の波形になると推定した．しかし，心房

の容積の測定値は本研究では用意していない．本

論文では，図 2.3 の心臓周期の時間関係から容積

の変化について推定をした．収縮期には心房の血

液量は減少する．弛緩期には心房の血液量は増加

する．この考察から図 3.1 と図 3.2 では心房部の

コンプライアンスの特性図をモデリングしている．

0.7 秒から 0.8 秒の約一秒間は収縮期とした（図

2.3 参照）． 

図 3.3 に載せた特性は，実線が測定値から計算

した有限フーリエ解析による式の特性である．左

心室容積の 88 個の計算したモデルの各値，と測

定値のフーリエ解析の式との差が零になる平均的

な桁は，小数点以下 1～2 桁程度の確認はできた． 

図 3.4 に載せた特性は，実線が測定値から計算

した有限フーリエ解析による式の特性である．左

心室部内圧の 88 個の計算したモデルの各値，と

測定値のフーリエ解析の式との差が零になる精度

は，最高精度で小数点以下２桁である．これらの

88 個の値の差が零になる平均的な桁は，小数点以

下３桁程度の確認はできた． 

図 3.5 には右心室の圧特性を載せている．点線

は計算結果である．実線は数学的モデルの記述で

右心室の圧特性である仮想点の関数の特性である．

図 3.6 は右心室の容積特性である．点線はシミュ

レーションの計算結果である．実線は左心室の容

積の測定値である．左心室の測定値と計算結果の

特性には，ずれが生じていることがわかる． 

図 3.7 と図 3.8 には心房部の圧特性を載せてい

る．波形は一般の生理学書に載せているものと比

較すると著しく異なっている．図 3.9 と図 3.10 に

は心房部の容積特性を載せている．この容積特性

は，考察によって著者が推定したものと類似の波

形が現れている． 

図 3.11 に載せた特性は，シミュレーションの計

算結果の左心室部内圧と上行大動脈部の特性であ

る．心臓弁が閉じる時に上行大動脈の波形にも，

図 3.11 の t=0.32[s]あたりに現れている特性と類

似のものがある． 

図 3.12 は容積の特性である．コンプライアンスは

定数で，動脈の特性に類似の波形が得られる． 

図 3.13～図 3.16 は数学的モデルの総血液量の

変化を算出した．図 3.13～図 3.14 は，総血液量

5600[ml]に対する差として計算をしている．図

3.15～図 3.16 は，総血液量 6200[ml]に対する差

として計算をしている．これらの図での For 命令

の繰り返し回数は 50 回と 500 回の場合のものを

載せている． 
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図 3.1 コンプライアンスの波形 

点線は左心室，実線は左心房 
図 3.2 コンプライアンスの波形 

点線は右心室，実線は右心房 

図 3.3 左心室の容積 

点線は計算結果，実線は測定値 

図 3.4 左心室の内圧 

点線は計算結果，実線は測定値 

図 3.8 c6(t)，c5(t)の血圧 

点線は c6(t)，実線は c5(t) 

図 3.7 c1(t) ，c9(t)の血圧 

点線は c1(t) ，実線は c9(t) 

図 3.5 右心室の内圧 

点線は計算結果，実線は仮想点 

図 3.6 右心室の容積 

点線は計算結果， 

実線は左心室の測定値 
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図 3.15 総血液量の変化 

初期値の総血液量：6200[ml] 

繰り返し回数  ：50 回 

図 3.16 総血液量の変化 

初期値の総血液量：6200[ml] 

繰り返し回数  ：500 回 

図 3.13 総血液量の変化 

初期値の総血液量：5600[ml] 

繰り返し回数  ：50 回 

図 3.14 総血液量の変化 

初期値の総血液量：5600[ml] 

繰り返し回数  ：500 回 

図 3.11 c1(t)，c2 の血圧 

点線は c1(t)，実線は c2 
図 3.12  c1(t)，c2 の容積 

点線は c1(t)，実線は c2 

 

図 3.9  c9(t)，c1(t)の容積 

点線は c9(t)，実線は c1(t) 
図 3.10 c5(t)，c6(t)の容積 

点線は c5(t)，実線は c6(t) 
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4 考察 
4.1 誤差についての考察 

4.1.1 左心室部の考察 

３章の結果で論じている心室内圧の誤

差値の計算は（4.1.1.1）と（4.1.1.2）であ

る．これらの式に記述されている変数の意

味は次のようになる．左心室の血液量

qnc1(t)はシミュレーションからの計算値で

ある．また，左心室のコンプライアンス

c1(t)は測定値を使って算出した特性式であ

る．左心室の測定圧から求めた pc1(t)と左

心室の測定血液量から求めた qc1(t)を有限

フーリエ解析で算出して真値としている．

そして，次のような誤差値を計算している． 

( )4.1.1.1L)(1)(1)(1 tcqtncqtqe −=  

( )4.1.1.2L)(1)(1

)(1)(1 tcptc

tncqtpe −=  

（2.2.4.22）と（4.1.1.3）から（4.1.1.4）が

導出できる．（2.2.4.22）と（4.1.1.4）から

（4.1.1.5）が導出できる．また，（2.2.4.22）

と（4.1.1.5）から（4.1.1.3）が導出できる． 

( )3.1.1.4
)(1

)(1)(1 L
tc

tncqtcp =  

( )4.1.1.4L0)(1 =tqe  

( )4.1.1.5L0)(1 =tpe  

（4.1.1.1）の誤差値が（4.1.1.2）に含ま

れてくることが明らかである．（4.1.1.2）

で右辺の第一項の分子である qnc1(t)が

（4.1.1.1）の右辺の第二項と左辺で記述で

きる． 

３章の計算は，左心室の圧と容積の測定

値が小数点以下一桁であるのに対して，全

測定値８８点で小数点以下一桁の精度で

（4.1.1.1）と（4.1.1.2）の左辺を零にする

ことに成功している．さらに，全８８点の

（4.1.1.1）と（4.1.1.2）の左辺の平均値を

計算すると小数点以下三桁でも左辺を零

にすることに可能な場合がある． 

ただし，測定値より高い精度の場合の

（4.1.1.1）と（4.1.1.2）の計算では数式処

理言語の数値を使っている．これらの値は

有限フーリエ解析の式に記述されている

SIN 関数，COS 関数及びπの値である．こ

れ ら の 値 の 精 度 は ， 数 式 処 理 言 語

MATHEMATICA FOR STUDENTS 

version3.0 のもつ精度の影響である． 

連立微分方程式の解 q(t)の曲線を描くこ

とができる．この曲線は，（2.2.4.24）～

（2.2.4.27）に記述している pc1(t)，pc6(t)

の値が本論文の解の曲線を表わす要因に

なっていることを著者は，考える．シミュ

レーションで使った連立微分方程式につ

いての考察を 4.9 で論じている． 

時変型の圧-容積特性係数は，その定義

（4.1.1.6）から本論文の時変型コンプライ

アンスとの積が１であることが導出でき

る．本論文に掲載していない結果では

（2.2.1.1）よりも（4.1.1.6）で計算した解

の方が測定値の波形から大きく外れる傾

向がある．  

( )6.1.1.4mmHg
ml

)(
)()( L⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡≡

tq
tpte  

4.1.2 右心室部・心房部部・上行大動脈部

の考察 

図 3.6 での左心室容積特性と計算結果の

右心室部容積特性がずれている．このずれ

は，右心室部コンプライアンスの関数の項

数からの大きな影響が与えられているも

のと著者は考える．ある一定の項数までは，

項数が増えることで測定値との一致する

点数が増加する傾向があるものと著者は

考える．右心室部内圧の関数 pc6(t)の影響

によって図 3.5 の特性が得られている．こ

の関数の項数を減少させることで，より仮

想点との一致する算出点を減らすことが
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できる場合を著者は考える． 

図 3.5 の右心室の内圧は，計算する際の仮

定したｎの値が不適切なために実測デー

タとは著しく異なる結果となった．著者が

右心室のデータを持っていなく，著者が判

断を間違えたことに依存する計算結果で

ある．3 章で使用した左心室のデータの場

合は，n=0.2 程度で生理学書での一般的な

右心室の内圧のレンジとなることを著者

は考える． 

心房部の内圧特性を図 3.7 と図 3.8 に載

せている．この心房部の特性は，血流量を

生じさせる程度の心室との圧差は計算結

果に現れているものと著者は考える．しか

し，より正確な波形を得るためには，この

圧差は研究を要する問題点である．心房部

の容積は著者が推定で描いた関数とほぼ

一致したものが得られた．心房部のコンプ

ライアンスを算出する際の容積特性を改

善することで心房部の容積の計算結果を

改善できるものと著者は考察する． 

図 3.11 に上行大動脈部の内圧特性を載

せている．拡張期での内圧は，約 0.32 秒

辺りの値に上に凸の特性が現れている．ま

た，実際のものよりも，約 0.55 秒以降の

内圧の値は低いものと著者は考える．拡張

期での上述の凸の特性の出現以降の曲線

の傾きが，実際のものは，より緩やかであ

るものと著者は考える． 

4.1.3 総血液量について考察 

小数点以下一桁までを議論の対象とし

た場合を論じる．（4.1.3.1）の第一項は左

心室の圧と容積の測定値と完全に一致し

た計算結果を得ている．このことから左心

室部の容積は測定値のそれと同じものと

してみなせる．右心室部の容積の計算結果

は図 3.6 のように左心室の容積の測定値と

計算結果に異なる容積特性を確認できる．

３章のシミュレーションの結果では， r5

と r6 の逆数と右心室部の圧特性との積か

ら計算される総血液量の変動がある．この

こ と は シ ミ ュ レ ー シ ョ ン で 使 っ た

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）でも見ることが

できる．（2.2.4.28）～（2.2.4.45）の総和

を，それぞれの心時相――収縮期と拡張期

――で計算することで説明できると著者

は考える． 

（4.1.3.1）の右辺では内圧とコンプライ

ア ン ス を そ れ ぞ れ 決 定 す る こ と で

（4.1.3.1）の左辺を決定できる． （4.1.3.1）

は図 2.1 で計算したものである．コンプラ

イアンスの個数を n 個にした場合は

（4.1.3.2）のように記述できるものとする．

このとき，（4.1.3.3）が計算できる．数学

での証明は付録 1 に掲載した． 

( )1.3.1.4)(9)(9         

)(88)(77         

)(6)(6)(5)(5         

)(
44

)(33         

)(22)(1)(1
9

1

Ltptc

tpctpc

tptctptc

tpctpc

tpctptciqi

×+

×+×+

×+×+

×+×+

×+×=∑
=

 

( )2.3.1.4)()(
11

L∑∑
==

×=
n

i
ii

n

i
i tptcq  

( )3.3.1.4)()(limlim
11

L∑∑
=∞→=∞→

×=
n

i
iin

n

i
in

tptcq  

特性図 3.13～図 3.16 で理論的には次の

ようなことが考えられる．図 3.13～図 3.16

には小数点以下一桁以外の小数点以下の

値による影響も含まれている．このことは

特に r1，r5 ，r6 と r9 の逆数および心室部の

内圧値との積から特性図 3.13～図 3.16 の

総血液量の変動を説明できる．このことは

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）の総和をそれぞ

れの心時相――収縮期と拡張期――で計

算することで説明できると著者は考える． 

３章の計算結果では初期値の総血液量が

5600[ml]であろうとも計算結果の血液量
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は 6200[ml]を前後することになる．なお，

シミュレーションの繰り返し回数には依

存しない様子が計算結果の図 3.13～図

3.16 から考察できる．  

4.1.4 物理的モデルの誤差 

図 2.1 が，ここまで本論文で使用した物

理的モデルの循環系の回路モデルである．

図 2.1 はコンプライアンス，流れの抵抗，

スイッチおよび波形操作回路――あるい

は整流素子――で物理的モデルを構成し

ている．図 2.1 より厳密な物理的モデルと

してはインダクタを導入したものが考え

られる．一般的にはインダクタで慣性の影

響を表わそうとする考えである．しかし，

本論文では 4.10.2 で図 2.1 よりも厳密な物

理的モデルについて考察する．ただし，本

論文ではインダクタは扱わない． 

動脈系にみられる歴史上のモデルは 

• 純抵抗モデル 

• 集中定数モデル（ウィンドケッセル理論

が代表格とされている） 

• 線形分布定数モデル 

• 非線形分布定数モデル 

などを挙げることができる． 

本論文の物理的モデルの動脈系を構成

する要素はコンプライアンス（2.2.3.5）と

流れの抵抗（2.2.2.5）である．ウィンドケ

ッセル理論による集中定数回路モデルも

動脈の容積コンプライアンスと末梢抵抗

の２つの要素で記述される．ここで，オッ

トー・フランク（O.Frank）のウィンドケ

ッセル理論を記述する一般的なモデルで

使う各要素との異なりを指摘できる． 

2 章のモデルでは，内圧は（2.2.1.2）の

左辺で計算するものである．一方，一般的

な回路モデルの内圧は（2.2.1.3）の左辺で

計算できる大気圧に対するものである．こ

の内圧の異なりは重要であり，計算結果に

大きな違いを与えるものである．また，

（2.2.1.1）の定義では（2.2.1.2）の左辺な

らば，一般的な日本のような環境では分母

を零に取ることは無い．しかし，（2.2.1.3）

の左辺で（2.2.1.1）を計算した場合は，一

般的な日本のような環境では分母を零に

取る場合は在るものと著者は考える． 

図 2.1 で使っている心臓部を構成している

時変型コンプライアンスは（2.2.1.1）であ

る．一般には心臓部のコンプライアンスは

時変型で記述する方が時不変型で記述す

るよりも適するものとして説明されてい

る．しかし，一般の循環系の集中定数回路

モデルで使うコンプライアンスはε-近傍

で保証される容積コンプライアンスによ

るものである．このコンプライアンスの異

なりは，回路モデルの記号では区別がない

ように図 2.1 で表わしている．このコンプ

ライアンスの異なりは，数学的モデルの記

述で現れる． 

図 2.1 では心臓弁にスイッチを使ってい

る．スイッチよりも厳密な心臓弁のモデル

としては可変コンダクタンス 4)を提案した．

この点では，現在も十分な証明を与えてい

ない．しかし，著者が提案した可変コンダ

クタンスの心臓弁のモデルは簡単なモデ

ルであり，厳密なモデルではない． 

図 2.1 では静脈弁に波形操作回路――あ

るいは整流素子――を使っている．波形操

作回路や整流素子は回路方程式を導出す

る際に，方程式に記号で BC1 の記述をし

ないで微分方程式を記述できた． 

r1，r5 ，r6 と r9 は収縮期と拡張期の一方

のみで数学的モデルの記述に使われてい

る．収縮期の記述では r1 と r6 が使われる．

拡張期の記述では r5 と r9 が使われる．３章

の計算結果では，これらの抵抗は心室部の

内圧の精度に影響を与えることが確認で

きた．  

これらの時不変型流れの抵抗 r1，r5 ，r6
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と r9 を小さくする．このことで左心室の内

圧の計算結果が左心室の内圧の測定値に

近づく．  

分布定数回路モデルと集中定数回路モ

デルとの理論的異なりは脈波伝播速度の

計算に依存している．しかし，分布定数回

路モデルが集中定数回路モデルよりも精

度が高いことの絶対性は本研究論文の計

算結果からも否定できる．モデルの精度が

本質的な場合は，分布定数回路モデルより

も本研究論文の理論のほうが優れた特性

を示すことがある． 

4.2 コンプライアンスについての考察 

本論文のコンプライアンスの数学的モデ

ルは（2.2.1.1），（2.2.3.1）および（2.2.3.5）

である．（2.2.1.1）と（2.2.3.1）によりコン

プライアンスを定義している．これらのコン

プライアンスの記述はε-近傍で保証のある

容積コンプライアンスの定義とは異なる．日

本のような標準的な大気圧の環境では本論

文のコンプライアンスの分母はゼロになる

ことは一般にない． 

4.2.1 コンプライアンスの導出についての

考察 5） 

（4.2.1.1）は機械系の直線運動系のコン

プライアンスを時間の関数として定義し

たものである．（4.2.1.1）の右辺の分母は

力 で あ り ， 分 子 は 位 置 情 報 で あ る ．

（4.2.1.1）の右辺では力と位置情報の関係

を与えている．（4.2.1.1）の右辺の分子が

零ならば（4.2.1.1）の左辺は零になること

は明らかである．（4.2.1.1）を質点で扱う

場合には（4.2.1.1）の右辺の力はその質点

の重心に作用するものとする． 

( ) ( )1.1.2.40)(,
)(
)()(m L≠≡ tf
tf
txtc  

（4.2.1.2）の左辺は力である．（4.2.1.2）の

右辺は法線応力とその断面積である．

（4.2.1.1）と（4.2.1.2）から（4.2.1.3）の

ように法線応力と位置情報との関係を得

る． 

( )2.1.2.4),(),()( LxtSxtptf ×=  

（4.2.1.3）は質点がつりあいの状態にあり，

加速度を持たない場合にも成立する．

（4.2.1.3）では体積と法線応力との関係を

記述していない．体積と法線応力との関係

を記述した関数から，対象の体積の変化を

法線応力で説明できる．このことで，法線

応力で物体の体積の追跡あるいは操作を

期待できる．体積で物体の慣性質量との関

係を与えることができる．慣性質量は密度，

エネルギーおよび力との関係を物理学で

与えることができる．ここで考察する体積

は３次空間で与えられるものに限定する．

３次空間の体積を直線運動系で記述する

ことは，体積を向きのない量として扱うこ

とで容易になるものと著者は考える．  

( ) ( ) ( )3.1.2.40)(,
,),(

)()(m L≠
×

= tf
xtSxtp

txtc  

次に，体積と位置情報の関係について

（4.2.1.4）の運動方程式を使って考察する．

（4.2.1.4）の左辺には質量を使って密度と

体積の関係を記述できる．（4.2.1.5）は時

間の関数の体積である．（4.2.1.6）では体

積密度を質量と体積で与えている． 

( )4.1.2.4)()( L&& tftxm =×  

( )5.1.2.4)( Ltq  

( )6.1.2.4L
q
m

=ρ  

（4.2.1.1）と（4.2.1.4）から（4.2.1.7）の

ように加速度をもつ運動をしている質点

の慣性質量と位置情報の関係を得る．

（4.2.1.6）と（4.2.1.7）から質点の体積と

位置情報の関係を（4.2.1.8）のように記述

できる．（4.2.1.8）では，法線応力と体積

の関係を記述できていない． 

( ) ( )7.1.2.40)(,
)(

)()(m L&&
&&

≠
×

= tx
txm

txtc  
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( )8.1.2.4
)()(

)()(m L
&& txtq

txtc
××

=
ρ

 

（4.2.1.9）の左辺は線密度である．（4.2.1.7）

と（4.2.1.9）から質点の長さと位置情報の

関係を（4.2.1.10）のように記述できる． 

( ) ( )9.1.2.40,l L≠= l
l
mρ  

( ) ( )10.1.2.40)(,
)(

)()(
l

m L&&
&&

≠
××

= tx
txl

txtc
ρ

 

（4.2.1.2）と（4.2.1.4）から（4.2.1.11）

を記述する．（4.2.1.11）を（4.2.1.6）を使

っ て （ 4.2.1.12 ） の よ う に 書 換 え る ．

（4.2.1.12）を（4.2.1.13）のように記述す

る．（4.2.1.13）では左辺に法線応力を記述

し ， 右 辺 で は 体 積 を 記 述 し て い る ．

（4.2.1.13）の右辺の体積を除いた記号を

纏まったものとして扱うために（4.2.1.14）

のように記述する．（4.2.1.13）と（4.2.1.14）

から（4.2.1.15）のように記述できる．

（4.2.1.15）は運動方程式に法線応力が存

在することを仮定している他は，特別な条

件を必要とせずに導出できる．（4.2.1.15）

の法線応力を接線応力に変えても同様の

ものを記述できる．（4.2.1.15）の応力とコ

ンプライアンスで体積の値は決定できる．

（4.2.1.14）では断面積・体積密度および

加速度の関係をコンプライアンスで記述

できる． 

( ) ( )11.1.2.40),(,
),(
)(),( L

&&
≠

×
= xtS

xtS
txmxtp  

( )12.1.2.4
),(

)()(),( L
&&

xtS
txtqxtp ××

=
ρ

 

( )13.1.2.4)(
),(
)(),( L

&&
tq

xtS
txxtp ×

×
=
ρ

 

( ) ( )14.1.2.40)(,
)(

),(),( L&&
&&

≠×
×

= tx
tx
xtSxtc ρ

ρ
 

( ) ( )( ) ( )15.1.2.40,,
,
)(),( L≠= xtp
xtp
tqxtc  

（4.2.1.16）と（4.2.1.17）を仮定すると

（4.2.1.13）は（4.2.1.18）のように記述で

きる．（4.2.1.19）を使うと（4.2.1.18）か

ら（4.2.1.20）が記述できる． 

( )16.1.2.4),()( Lxtptp =  

( )17.1.2.4),()( LxtStS =  

( )18.1.2.4)(
)(

)()( L
&&

tq
tS
txtp ×

×
=
ρ

 

( ) ( )19.1.2.40)(,
)(
)()( L≠= tp
tp
tqtc  

( ) ( )20.1.2.40)(,
)(

)()( L&&
&&

≠×
×

= tx
tx
tStc ρ

ρ
 

（4.2.1.18）の右辺の体積は負値をとらな

い ．（ 4.2.118 ） の 左 辺 が 負 の 場 合 は

（ 4.2.1.20 ） の 右 辺 が 負 で あ る こ と は

（4.2.1.18）から明らかである．このこと

からも（2.2.1.20）の左辺が負値を得るこ

とは明らかである．（4.2.1.20）の右辺では，

加速度が負値を取り得る．（4.2.1.20）の右

辺 の 分 子 の 断 面 積 が 零 で あ る 場 合 は

（4.2.1.20）の左辺も零である場合は明ら

かである．  

（4.2.1.21）をコンプライアンスの定義

として考察する．（4.2.1.21）では位置情報

x が 記 述 さ れ て い る 応 力 の た め に

（4.2.1.21）の左辺も二変数の関数として

記述されている．（4.2.1.21）の位置情報は

直線方向の位置情報であるので，各直線方

向によって異なる位置情報の変数で記述

することになる．（4.2.1.21）の右辺の分子

は時間を変数とする一変数の関数である．

質点に作用する力は重心に作用すること

を仮定すると，（4.2.1.21）の応力が作用す

る位置はその質点の重心である．このため

に，（4.2.1.21）の位置情報は一般の質点の

問題に対する計算では使用しないことが

考えられる．このことから，一般の質点の

問題では（4.2.1.21）は（4.2.1.19）のよう

に記述することが可能であると著者は考

える． 
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( ) ( )( ) ( )21.1.2.40,,
,
)(),( L≠≡ xtp
xtp
tqxtc  

4.2.1 では応力で 2 つのコンプライアン

スを上述で記述した．しかし，2006 年現

在の生理学では，大気圧に対する内圧ある

いは血圧を使って生体の評価を行う方が

一般的である．以下では生理学でも論じら

れている，大気圧に対する内圧で定義した

コンプライアンスについて考察する．この

ためには，近似と近傍の概念が必要になる．

ここから，4.2.1 の最後まで，体積と応力で

決定される曲線上の一点のε-近傍におけ

る増加分の比のコンプライアンスを考察

する．ここでの応力は，大気圧に対する内

圧だけでなく，物理学での一般的な応力を

意味する． 

Taylor 級数で体積を（4.2.1.22）のよう

に記述できるものとする．（4.2.1.22）の左

辺は応力の一変数の関数として体積を記

述している．（4.2.1.22）の左辺の関数は

（4.2.1.23）の左辺が（4.2.1.24）を満足し

て い る も の で あ る ．（ 4.2.1.22 ） か ら

（4.2.1.25）を記述できる．（4.2.1.26）の

ように定めると，（4.2.1.27）のε-近傍で

（4.2.1.26）の右辺が成立することは周知

である．（4.2.1.28）を満足する場合は，応

力の微小変動領域であるものと解釈でき

る．（4.2.1.28）の近似が成立する場合は，

（4.2.1.25）で右辺の第二項以降の和が零

に十分に近いものとして考えることにす

る．（4.2.1.28）の左辺はε-近傍で成立す

るもので，右辺は（4.2.1.26）の右辺の近

似式である． 

( )

( )
( )

( ) ( )22.1.2.4  
!
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+
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( ) ( )

( )
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⎬
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⎨
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′
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n
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( ) ( )24.1.2.40,lim 0 L=
∞→

qqRnn
 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )25.1.2.4  ,
!

)(

!2
)(

)(
)()(

0
1

0
0

0
0

0
0

0

LL

L

pppp
n
pq

pp
pq

pq
pp
pqpq

n
n

≠+−+

+−
′′

+′=
−
−
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( )26.1.2.4)()(lim
d

)(d)( L
p
pqq

p
pqpq

p −
−

==′
→ ξ

ξ
ξ

 

( )27.1.2.40, L><− εεξ p  

( ) ( )28.1.2.4
)()(

)(
0

0
0 L

pp
pqpq

pq
−
−

≈′  

（4.2.1.29）は生理学で紹介されているコ

ンプライアンスである．（4.2.1.30）を容積

の増加分として，（4.2.1.31）を内圧の増加

分 と す る ． こ の と き ，（ 4.2.1.29 ） を

（4.2.1.32）のように記述できるものとす

る．生理学では（4.2.1.29）の内圧は大気

圧に対する内圧を使用することが，著者の

調査では一般的である． 

( )29.1.2.4L初期の容積伸展性

内圧の増加分

容積の増加分
コンプライアンス

×=

=
 

( )30.1.2.4LqΔ  

( )31.1.2.4LpΔ  

( )32.1.2.4)29.1.2.4( L
p
q

Δ
Δ

=の左辺  

（4.2.1.30）と（4.2.1.31）を（4.2.1.33）

お よ び （ 4.2.1.34 ） の よ う に 定 め る と

（4.2.1.32）は（4.2.1.35）のように記述で

きる．（4.2.1.33）の右辺の関数 q は容積で，

その関数の変数 p は内圧である．（4.2.1.35）
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は（4.2.1.36）が成立する場合に定義でき

る．ただし，一般的には，（4.2.1.35）の分

子の容積の関数は定義域で連続であるも

のと著者は考える．（4.2.1.28）の右辺は

（4.2.1.35）と同様の数学的記述である．

このことから（4.2.1.28）の左辺はコンプ

ライアンスの近似式であると言える． 

( )33.1.2.4)()( 01 Lpqpqq −=Δ  

( )34.1.2.401 Lppp −=Δ  

( )35.1.2.4
)()(

01

01 L
pp
pqpq

p
q

−
−

=
Δ
Δ

 

( )36.1.2.401 Lpp ≠  

（4.2.1.35）では，媒介変数を導入した計

算ではない．媒介変数を導入して容積と内

圧の一対一の対応関係を与えた場合は

（4.2.1.29）は次のように計算できる．

（4.2.1.37）で（4.2.1.30）と（4.2.1.31）

を（4.2.1.38）と（4.2.1.39）で定めると，

（4.2.1.32）の右辺は（4.2.1.40）となる．

（4.2.1.40）が定義できるならば（4.2.1.41）

が成立する．媒介変数を t として容積と内

圧の曲線を描けるものとする．一般的には，

媒介変数 t を時間とすることができる．こ

のとき，（4.2.1.37）の最小値に対応する容

積と内圧の曲線上の点を A とする．さらに，

（4.2.1.37）の最大値に対応する容積と内

圧の曲線上の点を B とする．この点 A と

点 B を線分で結ぶと弦 AB が描ける．

（4.2.1.40）の右辺はその弦 AB の勾配で

ある． 

( )37.1.2.410 Lttt ≤≤  

( )38.1.2.4)()( 01 Ltqtqq −=Δ  

( )39.1.2.4)()( 01 Ltptpp −=Δ  

( )40.1.2.4
)()(
)()(

01

01 L
tptp
tqtq

p
q

−
−

=
Δ
Δ

 

( )41.1.2.4)()( 01 Ltptp ≠  

（ 4.2.1.35 ） お よ び （ 4.2.1.40 ） で は

（4.2.1.29）の伸展性を記述していない．

ここでは，（4.2.1.28）の伸展性を考察する．

（4.2.1.28）を（4.2.1.42）のように書換え

る．このとき，（4.2.1.43）を初期の容積と

して，（4.2.1.42）を（4.2.1.29）と比較す

る．この比較から，（4.2.1.44）を（4.2.1.29）

の 伸 展 性 と 解 す る こ と が で き る ．

（ 4.2.1.35 ） の 伸 展 性 も 数 学 的 記 述 は

（4.2.1.44）と同様になることは明らかで

ある．（4.2.1.40）の場合も（4.2.1.44）と

同様の方法で伸展性に対応する数学的記

述が導出できる． 

( ) ( )42.1.2.4)(
)(

)()(

)( 0
0

0

0

0 Lpq
pp
pq
pqpq

pq ×
−

−

≈′  

( )43.1.2.4)( 0 Lpq  

( ) ( )44.1.2.4
)(

)()(

0

0

0

L
pp
pq
pqpq

−

−

 

（4.2.1.45）は平均値の定理を（4.2.1.22）

の左辺で計算したものである．（4.2.1.45）

は（4.2.1.22）の左辺が（4.2.1.46）に於い

て連続で，（4.2.1.47）で微分可能であるも

のと仮定する．（4.2.1.48）で与えられる

（4.2.1.45）の右辺は，区間（4.2.1.46）内

の一点における増加率である．（4.2.1.45）

の左辺は区間（4.2.1.46）内の平均増加率

である．（4.2.1.45）が成立する場合は，

（4.2.1.46）のすべての点に対して成立す

るわけではない．このことから，（4.2.1.46）

を心臓周期の一周期の区間とした場合に

は，（4.2.1.45）でその区間の全体における

体積の変化を記述できない．（4.2.1.45）の

容積の関数は，（4.2.1.27）のε-近傍に含

まれるすべての応力 p の値に対して定義さ

れていることが前提である． 

( )45.1.2.421),(
21

)2()1(
Lppq

pp

pqpq
<<′=

−

−
ξξ

( )4.2.1.46]  ,[ 21 Lpp  

( )4.2.1.47)  ,( 21 Lpp  
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( )48.1.2.4Lξ  

（4.2.1.45）では媒介変数を使用してい

ない．（4.2.1.45）の平均値の定理を拡張し

て，（4.2.1.49）では媒介変数を使って計算

している．（4.2.1.40）のように媒介変数ｔ

を 使 っ て 曲 線 を 描 く 場 合 に つ い て

（4.2.1.49）の定理がある．（4.2.1.49）の

左辺の分母と分子の関数は（4.2.1.50）で

連続であり，（4.2.1.51）で微分可能である．

（4.2.1.49）では，左辺は（4.2.1.52）を満

足し，右辺の分母と分子は同時に零になら

ないことが前提である．（4.2.1.49）の左辺

の体積と応力の関数が区分的に滑らかと

する．このとき，右辺の分母と分子が媒介

変数 t のどの値においても同時に零でない

場合は，この曲線は区分的に滑らかである． 

( )49.1.2.4,
)(
)(

)()(

)()(
21

21

21 Ltt
p
q

tptp

tqtq
<<

′
′

=
−

−
τ

τ
τ

 

( )4.2.1.50],[ 21 Ltt  

( )4.2.1.51),( 21 Ltt  

( )52.1.2.4)()( 21 Ltptp ≠  

（4.2.1.49）の増加量を区間で計算して

いるが，今度はε-近傍で連続である場合

について考察する．このために，平面座標

上で血液量と応力の曲線が存在すること

を前提とする．心臓あるいは血管内の血液

量と応力の対応を（4.2.1.53）で記述する．

方程式（4.2.1.53）は一般には一つの曲線

を表す．（4.2.1.54）が（4.2.1.53）によっ

て陰伏的に定められる場合について考察

する．平面座標上で点（4.2.1.55）を含む

ある領域 A で（4.2.1.53）を考える．この

領域 A では（4.2.1.53）と（4.2.1.56）は連

続 で あ る と す る ． こ の 領 域 A で は

（4.2.1.57）が成立して，かつ（4.2.1.58）

あるいは（4.2.1.59）が成立するならば

（4.2.1.54）が一意的に定まることは数学

では周知である．ここで，領域 A で

（4.2.1.59）が成立するものとする．この

とき，（4.2.1.60）および（4.2.1.61）が成

立することも周知である． 

( )53.1.2.40),( L=qpf  

( )54.1.2.4)( Lpq ψ=  

( )55.1.2.4),( 00 Lqp  

( )56.1.2.4, qp Lff  

( )57.1.2.40),( 00 L=qpf  

( )58.1.2.40),( 00p L≠qpf  

( )59.1.2.40),( 00q L≠qpf  

( )60.1.2.4)( 00 Lpq ψ=  

( )61.1.2.40,
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d
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q
q

p
L≠−= f

qpf
qpf

p
q

 

（4.2.1.61）は（4.2.1.54）の接線の方程式

の傾きである．（4.2.1.61）を（4.2.1.29）

のコンプライアンスとして解釈できる計

算がある．このことは，次のように説明で

きる．（4.2.1.54）の第一階の導関数が存在

する場合には，（4.2.1.62）のように記述で

きる．（4.2.1.63）では，（4.2.1.64）ならば

（4.2.1.65）となる．このとき，（4.2.1.66）

のように表すことにする．（4.2.1.66）の左

辺は容積の増加分と解釈できるものとす

る．このとき，（4.2.1.67）のΔp を内圧の

増加分とする．（4.2.1.66）と（4.2.1.67）

を前提にして（4.2.1.68）のように記述で

きる．（4.2.1.68）の左辺は（4.2.1.29）の

コンプライアンスとなる．（4.2.1.68）の右

辺で（4.2.1.69）の記述ができることは微

積分学では周知のことである．（4.2.1.29）

のコンプライアンスが（4.2.1.61）で記述

できることを説明できた． 

( )62.1.2.4
d
d

d L
p
qc =  

( )63.1.2.40  ,)( L≠ΔΔ×+Δ×′=Δ ppppq εψ  

( )64.1.2.40L→Δp  

( )65.1.2.40L→ε  

( )66.1.2.40  ,)(d L→ΔΔ′=Δ= pppqq ψ  

( )67.1.2.4d Lpp Δ=  
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( )68.1.2.4
d
d
L
p
q

p
q
=

Δ
Δ

 

( )69.1.2.4)()(lim
d
d

0d L
p

pqppq
p
qc

p Δ
Δ−Δ+

==
→Δ

血液と応力の平面座標上での曲線上の点

と一対一に対応を与えるために媒介変数 t

を導入する．この媒介変数を導入した場合

で（4.2.1.69）について考察する．平面座

標上で，媒介変数ｔを含む曲線族の方程式

を（4.2.1.70）で記述する．（4.2.1.70）で

血液量と応力の関係式の曲線を表すこと

にする．このとき，（4.2.1.71）と（4.2.1.72）

は（4.2.1.70）の包絡線とする．（4.2.1.71）

と（4.2.1.72）は媒介変数 t を時間として，

血液量（4.2.1.71）と応力（4.2.1.72）の関

数を記述している．（4.2.1.73）が成立する

とき，（4.2.1.74）を起点とし，（4.2.1.75）

を終点とする．（4.2.1.71）と（4.2.1.72）

で表現している曲線は，起点（4.2.1.74）

から終点（4.2.1.75）までを連結した一つ

の曲線として扱える．この曲線上の点と媒

介変数 t の値は一対一に対応している．

（ 4.2.1.76 ）と （ 4.2.1.77 ） は そ れ ぞ れ

（4.2.1.71）と（4.2.1.72）の導関数である．

（4.2.1.70），（4.2.1.76）および（4.2.1.77）

から記述した（4.2.1.78）は（4.2.1.70）の

接線の方程式である．（4.2.1.78）から

（4.2.1.79）のように記述できる． 

( )70.1.2.40),,( L=tqph  

( )71.1.2.4)( Ltq η=  

( )72.1.2.4)( Ltp κ=  

( )73.1.2.410 Lttt ≤≤  

( ) ( )74.1.2.4)(),( 00 Ltt ηκ  

( ) ( )75.1.2.4)(),( 11 Ltt ηκ  

( )76.1.2.4)(
d
d

L& t
t
q η=  

( )77.1.2.4)(
d
d

L& t
t
p κ=  

( )78.1.2.40)()( qp L&& =×+× thth ηκ  

( )79.1.2.40)(,0,
)(
)(

q
q

p
L&

&

&
≠≠=− th

t
t

h
h

κ
κ
η

 

（4.2.1.76），（4.2.1.77）および（4.2.1.79）

から（4.2.1.80）が記述できる．（4.2.1.80）

の右辺は（4.2.1.81）のように記述できる．

（4.2.1.81）の右辺は（4.2.1.82）の右辺の

よ う に 記 述 で き る ．（ 4.2.1.82 ） か ら

（4.2.1.83）が記述できる．（4.2.1.83）の

左辺の分母は，t のε-近傍で成立して，そ

の近傍では（4.2.1.77）が単調増加あるい

は単調減少となる領域であることは明ら

かである．一方，（4.2.1.79）の左辺から

（4.2.1.70）の正則点の近傍で，（4.2.1.83）

の右辺は成立している．また，（4.2.1.83）

の右辺からは（4.2.1.84）の関数が記述で

きることは周知である． 

( )80.1.2.40)(,0
d
d,

d
d
d
d

)(
)(

L&
&

&
≠≠= t

t
p

t
p
t
q

t
t κ

κ
η

 

( )81.1.2.40
d
d,

d
d
1

d
d

d
d
d
d

L≠×=
t
p

t
pt

q

t
p
t
q

 

( )82.1.2.40
d
d,

d
d

d
d

d
d
d
d

L≠×=
t
p

p
t

t
q

t
p
t
q

 

( )83.1.2.40
d
d,

d
d

d
d
d
d

L≠=
t
p

p
q

t
p
t
q

 

( )84.1.2.4)( Lpq χ=  

（4.2.1.29）では，伸展性が記述されて

いる．この伸展性を（4.2.1.69）の導出理

論で計算すると（4.2.1.85）のように記述

できる．（4.2.1.85）は（4.2.1.27）のε-近

傍 の み で 考 え る も の で あ る ． 一 方 ，

（4.2.1.44）は区間での伸展性を記述して
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いるものと著者は考える．  

( )85.1.2.40)(,
)(
)(

)(
d
d

)( 0
0

0

00

d L≠
′

== pq
pq
pq

pq
p
q

pq
c

 

4.2.2 質点系のコンプライアンスの計算 

物理学では，流体を分子の集合として考

えることができる．特に熱力学的変化によ

る影響が無視できるならばそれら分子の

集合を質点系として扱うことができる．以

下では，流体に対して質点系の運動の物理

学的な計算をしている． 

ｎ個の質点で構成される質点系を考え

る．質点に１からｎまでの番号をつける．

その質点系のｉ番目の質点に作用する外

力を（4.2.2.1）で記述する． 

( )1.2.2.4Lif  

質点系の並進運動について考える．ｉ番

目の質点の質量を（4.2.2.2）とする．ｉ番

目の質点の速度を（4.2.2.3）とする．ｉ番

目の質点の運動量は（4.2.2.4）とする． 

( )2.2.2.4m Li  

( )3.2.2.4Liv  

( )4.2.2.4m Livi  

（4.2.2.5）は質点系の全運動量である．

（4.2.2.6）は運動量の原理を記述したもの

である．（4.2.2.6）の左辺は全運動量が時

間とともに変化する割合を記述している．

（4.2.2.6）の右辺は全外力の和を記述して

いる．（4.2.2.6）ではこの全運動量の時間

とともに変化する割合が全外力の和に等

しいことを説明している． 

( )5.2.4.2m
1

L∑
=

=
n

i
i iv vp  

( )6.2.2.4
d

d
1

L∑
=

=
n

it i
v fp

 

（4.2.2.7）は質量中心を記述している．

（4.2.2.8）の左辺は全質量である．（4.2.2.6）

は（4.2.2.7）を使って（4.2.2.9）のように

記述できる．（4.2.2.9）の右辺を（4.2.2.10）

のように記述すると（4.2.2.9）は（4.2.2.11）

のように記述できる． 

( )7.2.2.4
m

m

c

1 L
∑
==

n

i
i i

c

r
r  

( )8.2.2.4mm
1

c L∑
=

=
n

i
i  

( )9.2.2.4
d
d

m
1

2

2

c L∑
=

=
n

it i
c f
r

 

( )10.2.2.4
1

L∑
=

=
n

i
ic ff  

( )11.2.2.4
d
dm 2

2

c Lc
c fr
=

t
 

（4.2.2.11）の空間の成分を（4.2.2.12）

～（4.2.2.14）で記述する．各成分の方向

は互いに直角であるものとする． 

( )12.2.2.4
d

d
m xc2

2

c Lf
t
xc =  

( )13.2.2.4
d

d
m yc2

2

c Lf
t
yc =  

( )14.2.2.4
d

d
m zc2

2

c Lf
t
zc =  

（4.2.2.15）は質点系の各質点の質量，体

積密度および体積の関係を記述したもの

である．（4.2.2.16）は全質量とその体積密

度と体積の関係である．（4.2.2.15）と

（4.2.2.16）を（4.2.2.8）に代入すると

（4.2.2.17）を記述できる．（4.2. 2.17）は

（4.2.2.18）に記述できる． 

( )15.2.2.4m Liii q×= ρ  

( )16.2.2.4m ccc Lq×= ρ  

( )17.2.2.4
1

cc L∑
=

×=×
n

i
ii qq ρρ  

( )18.2.2.40,
c

1
c L≠

×
=
∑
= q
q

q
n

i
iiρ

ρ  

（4.2.2.19）が成立するとき（4.2.2.17）は

（4.2.2.20）に記述できる．（4.2.2.20）か
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ら（4.2.2.21）を得る． 

( )19.2.2.4c Liρρ =  

( )20.2.2.4
1

ccc L∑
=

×=×
n

i
iqq ρρ  

( )21.2.2.4
1

c L∑
=

=
n

i
iqq  

（4.2.2.12）から（4.2.2.22）が記述できる．

（4.2.2.23）の右辺は法線応力とその断面

積である．ただし，計算上は接線応力とそ

の断面積にも類似の計算が成立すること

は明らかである．（4.2.2.22）と（4.2.2.23）

から（4.2.2.24）を得る．（4.2.2.24）から

質点系のコンプライアンス（4.2.2.25）を

得る． 

( )22.2.2.4m xcc L&& fxc =  

( ) ( )23.2.2.4, cxcxcxc LxtSpf ×=  

( ) ( )24.2.2.4
, c

cxc

c
xc L

&&
q

xtS
x

p cρ
=  

( ) ( )25.2.2.40,
,

c
c

cxc

xc

c L&&
&&

≠= c
c

x
x
xtS

p
q

ρ
ρ

 

4.2.3 D’Alembert の原理とコンプライア

ンス 

（4.2.3.1）は Newton の運動方程式を書

換えたものである．（4.2.3.1）で D’Alembert

の原理と呼ばれる解釈がある．D’Alembert

の原理の解釈では，運動は（4.2.3.1）の左

辺 の 第 一 項 の 力 と 第 二 項 の 慣 性 力

（4.2.3.2）とでつりあっているように起こ

る，ことになる．（4.2.3.2）は慣性抵抗と

も呼ぶことがある．（4.2.3.1）はつりあい

の式と看做すことができる． 

( )1.3.2.40L& =− vmf  

( )2.3.2.4L&vm−  

（4.2.1.13）と（4.2.3.1）から（4.2.3.3）

が記述できる．（4.2.3.3）から（4.2.3.4）が

導出できる．（4.2.1.14）と（4.2.3.4）から

（4.2.3.5）が記述できる．（4.2.3.5）から

（4.2.3.6）が記述できる． 

( ) ( )

( )3.3.2.40

,)(
),(
)(,),(

L

&&

=

⋅⋅
×

−⋅ xtStq
xtS
txxtSxtp ρ

 

( )4.3.2.40)(
),(
)(),( L

&&
=×

×
− tq

xtS
txxtp ρ

 

( )5.3.2.40
),(

)(),( L=−
xtc
tqxtp  

( )6.3.2.4
),(

)(),( L
xtc
tqxtp =  

（4.2.1.21）と（4.2.3.1）を使って（4.2.3.7）

を記述する．（4.2.3.7）から（4.2.3.8）が導

出できる．（4.2.3.8）から（4.2.3.9）が記述

できる．  

( ) ( ) ( )7.3.2.40,
),(

)(,),( L=⋅−⋅ xtS
xtc
tqxtSxtp  

( ) ( ) ( )8.3.2.4,
),(

)(,),( LxtS
xtc
tqxtSxtp ⋅=⋅  

( )9.3.2.4
),(

)(),( L⋅=
xtc
tqxtp  

（4.2.3.6）と（4.2.3.9）はつりあいの式か

ら導出したものである．しかし，（4.2.3.6）

は加速度をもっている対象から導出した

のに対して（4.2.3.9）は加速度をもってい

な い 対 象 か ら 導 出 し た も の で あ る ．

（4.2.3.6）と（4.2.3.9）のどちらからでも

（4.2.3.10）が記述できる． 

( )10.3.2.4
),(

)(),( L⋅=
xtp
tqxtc  

4.3 血流量とコンプライアンスの関係につ

いての考察 

4.3 では特に断らない限り一変数の関数で

あるものとする．また，4.3 では特に断らな

い限り t は時間を意味するものとする．血流

量とコンプライアンスの関係について考察

する．血流量の定義は（2.2.2.2）で与えてい

る ． コ ン プ ラ イ ア ン ス の 関 係 式 で は ，

（2.2.1.1），（4.2.1.83）および（4.2.1.19）の

順序で考察する． 

（4.3.1）は（2.2.1.1）から導出できる．（4.3.2）
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は（4.2.1.83）から導出できる． 

( )1.3.4
d
d

d
d

d
d

L
t
pcp

t
c

t
q

×+×=  

( )2.3.40
d
d,

d
d)(dd

d
L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠×=
t
p

t
ptc

t
q

 

（4.3.3）は（2.2.1.1）から導出できる．

（4.3.3）の第一階の導関数を計算すると

（4.3.1）が得られる．（4.3.3）が得られるこ

とは図 2.1 のような回路モデルから回路方程

式を導出する際に重要である．図 2.1 のよう

な回路モデルの回路方程式の導出は 2.2.4 で

論じた． 

( )3.3.4)()()( Ltptctq ×=  

心臓あるいは血管の内圧が時間の一変数

の関数で記述できる場合には，一般にはその

内圧の関数は単調（狭義）ではない．（4.3.4）

と（4.3.5）の右辺が互いに逆なる関数である

場合には，（4.3.4）は単調（狭義）である． 

（4.3.2）から容積と内圧の関係を導出するた

めに，（4.3.6）の微分方程式を解く場合には，

（4.3.7）の積分をする方法がある．（4.3.7）

の右辺のコンプライアンスは t を変数として

いる．この t が（4.3.4）の左辺の変数 p と互

いに逆なる関数である（4.3.5）を得る区間を

考えることができる．この区間ごとに積分領

域を区別して（4.3.7）を計算できるものと著

者は考える． 

しかし，（4.3.3）と（4.3.7）が等しい数学的

記述になるには特別の条件が必要である．こ

のために，（4.3.2）では（4.3.3）のように電

気回路や電子回路の数式処理で図 2.1 のモデ

ルから回路方程式を導出できない．一般的に

は，時変型コンデンサの場合は（4.3.1）のよ

うな数学的記述となり，（4.3.2）のようには

ならない． 

( )4.3.4)( Ltp ψ=  

( )5.3.4)( Lpt σ=  

( )6.3.4d)(dd Lptcq ×=  

( )7.3.4d )(dd Lptcq ∫=∫  

（4.3.8）が成立する場合で（4.3.1）と

（4.3.2）を考察する．（4.3.8）が成立すると

（4.3.1）は（4.3.9）のように記述できる．ま

た，（4.3.9）は（2.2.1.1）からも考察できる

ものと著者は考える．（2.2.1.1）の右辺の分

母が変化しなくてもその右辺の分子が変化

するならば，（2.2.1.1）の左辺が変化する．

（4.3.2）では（4.3.8）の場合は定義域でない． 

しかし，（4.3.8）の場合で（4.3.10）が有限

値であるものとすると、（4.3.11）を計算でき

る．一般的には，（4.3.9）と（4.3.11）は等

しくない．  

( )8.3.40
d
d

L=
t
p

 

( )9.3.4
d
d

d
d

Lp
t
c

t
q

×=  

( )10.3.4)(d Ltc  

( )11.3.40
d
d

L=
t
q

 

（4.3.10）を（2.2.1.3）の左辺で定義して

（4.3.12）のように導出する場合について考

察する．（4.3.12）に（2.2.1.3）の右辺を代入

すると（4.3.13）が記述できる．（4.3.8）が

成立する場合は（4.3.13）から（4.3.14）が

記述できる．（4.3.14）では（4.3.15）が前提

となる． 

( )12.3.40
d

d
,

d

d
)(dd

d vv L
⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
≠×=

t

p

t

p
tc

t
q

 

( )13.3.4
d

d

d
d)(dd

d 0 L
⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
−×=

t

p

t
ptc

t
q

 

( )14.3.4
d

d
)(dd

d 0 L
t
p

tc
t
q

×−=  

( )15.3.40
d

d 0 L≠
t
p
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（4.3.9）では（4.3.14）のように圧の時間

に対する変化率を記述していない．このこと

は，（4.3.1）と（4.3.2）の比較の際にも同様

である．一般には，（4.3.2）および（4.3.12）

で定義域とならない場合でも（4.3.1）は記述

ができる．このことは，関数を記述する場合

には特徴的となる点である．また，（4.3.2）

や（4.3.12）のように圧の時間に対する変化

率がなくとも，物理学では（2.2.2.2）を説明

することはできる．（4.3.2）や（4.3.12）で

事実を説明できていない所を考察する上で

この物理学と異なる点は重要であるものと

著者は考える．運動する流体の力学では，粘

性のない完全流体の場合も粘性をもった流

体の場合も圧の時間に対する変化率を記述

していない式から流量を算出している． 

ベルヌーイの定理の導出過程で使われて

いる圧力は時間に対する変化をする必要は

ない．現在では，完全流体ではこのベルヌー

イの定理が成書で指導されていることは周

知の事実である．一般に完全流体の定常流に

おいて，ベルヌーイの定理は一本の流線上で

（4.3.16）のように記述できる．（4.3.16）で

は，（4.3.17）は体積密度，（4.3.18）は流体

の 速 さ ，（ 4.3.19 ） は 重 力 加 速 度 お よ び

（4.3.20）は基準面からの高さとしている． 

( )16.3.42
2
1

L一定=××+×+ hgvp ρρ  

( )17.3.4Lρ  

( )18.3.4Lv  

( )19.3.4Lg  

( )20.3.4Lh  

ハーゲン・ポアズイユの法則（4.3.21）が

成立する前提に圧力が時間に対して変化す

る必要はない．粘性をもった流体の運動では，

（4.3.21）が成書で指導されていることは周

知の事実である．（4.3.21）では，（4.3.22）

は粘性率，（4.3.23）は管の長さ，（4.3.24）

は管の半径，および（4.3.25）と（4.3.26）

は両端の圧力である．（4.3.21）の右辺では管

の両端の圧差は記述されている． 

( )
( )21.3.44

8
21 La
l

pp
Q ×

××

−×
=

η

π
 

( )22.3.4Lη  

( )23.3.4Ll  

( )24.3.4La  

( )25.3.4
1
Lp  

( )26.3.4
2
Lp  

圧力が時間に対して変化しない場合に，流

量が存在することは（4.316）や（4.3.21）で

も流体力学で計算できる．（4.3.2）や（4.3.12）

のように圧の時間に対する変化率で流量を

記述することは，完全流体の定常流および粘

性をもつ流体でも，上述の（4.316）と（4.3.21）

ように否定できる．圧縮力の場合には，粘性

の影響による圧力は含まれていないものと，

一般には説明されることがある．（4.3.21）の

場合は粘性をもつ流体を前提とした計算で

ある．4.2.1 で粘性を考慮できるコンプライ

アンスを運動方程式から導出している．ここ

から，この粘性を考慮できる（4.2.1.19）に

ついての（2.2.2.2）について考察する． 

（4.3.27）は運動方程式である．（4.3.27）

の質量は定数である．（4.3.28）は質量，体積

密度および体積の関係を記述している．

（4.3.28）を（4.3.27）に代入すると（4.3.29）

が記述できる． 

( )27.3.4m Lfa =×  

( )28.3.4m Lq×= ρ  

( )29.3.4Lfaq =××ρ  

（ 4.3.29 ） の 両 辺 を 時 間 で 微 分 す る と

（4.3.30）が記述できるものとする．（4.3.31）

は断面積，応力および力の関係を記述してい

る．（4.3.31）を時間で微分すると（4.3.32）

を記述できるものとする． 
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( )30.3.4L&&&& faqaqaq =××+××+×× ρρρ  

( )31.3.4LSpf ×=  

( )32.3.4L&&& SpSpf ×+×=  

（4.3.30）に（4.3.32）を代入すると（4.3.33）

を記述できる．（4.3.33）の左辺の第二項以外

は（4.3.33）の右辺に記述すると（4.3.34）

のようになる．（4.3.35）と（4.3.36）を前提

として（4.3.37）が導出できる． 

( )33.3.4L&&

&&&

SpSp

aqaqaq

×+×=

××+××+×× ρρρ
 

( )34.3.4L&&&&

&

aqaqSpSp

aq

××−××−×+×=

××

ρρ

ρ

( )35.3.40L≠ρ  

( )36.3.40L≠a  

( )37.3.4L
&&&&

&

a
aqaqSpSp

q

×
××−××−×+×

=
ρ

ρρ

（4.3.37）を（4.3.38）のように書き換える．

（4.3.39）と（4.3.40）を使って（4.3.39）の

両辺の時間に対する微分をすると（4.3.41）

が算出できる．（4.3.39），(4.3.40)および

（4.3.41）から（4.3.42）が導出できる． 

( )38.3.4L
&&&

&&

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−×−

×
×+

×
×=

a
a

p
q

p
q

a
Sp

a
Spq

ρ
ρ

ρ

ρ
 

( )39.3.4L
a
Sc
×

=
ρ

 

( )40.3.4L
p
qc =  

( )41.3.4L
&&&

&
a
a

p
q

p
q

a
Sc ×−×−
×

=
ρ
ρ

ρ
 

( )42.3.4L
&&&

& c
a
acc

S
Sc ×−×−×=

ρ
ρ

 

（4.3.41）を使って，（4.3.38）を（4.3.43）

のように書き換えることができる．（4.3.39）

を使って（4.3.43）を（4.3.44）のように書

き換えることができる． 

( )43.3.4L&&& cp
a

Spq ×+
×

×=
ρ

 

( )44.3.4L&&& cpcpq ×+×=  

（4.3.44）は（4.3.1）と数学的記述は同様の

ものとみなすことができる．しかし，（4.3.1）

は 内 圧 を 記 述 し て 導 出 し た の に 対 し て

（4.3.44）は粘性も考慮できる応力を使って

運 動 方 程 式 か ら 導 出 し た も の で あ る ．

（4.3.45）の関係から以下のように 2 つに大

別して（4.3.44）を考察する． 

( )45.3.4m L&&& qq ×+×= ρρ  

１つは，（4.3.46）～（4.3.51）を前提とし

て，（4.3.44）を考察する．（4.3.47）を（4.3.44）

に代入すると（43.52）を記述できる．（4.3.52）

を満足するために（4.3.53）および（4.3.54）

を前提にする．（4.3.46）および（4.3.53）を

（4.3.42）に代入して（4.3.55）を記述でき

る．（4.3.55）から（4.3.56）を記述できる．

（4.3.54）を（4.3.32）に代入すると（4.3.57）

を記述できる．（4.3.57）を満足するためには

（4.3.51）が前提になる．（4.3.56）あるいは

（4.3.57）から（4.3.58）となる．ただし，

（4.3.59）となる． 

( )46.3.40L& =ρ  

( )47.3.40L& =q  

( )48.3.40L≠p  

( )49.3.40L≠q  

( )50.3.40m L& =  

( )51.3.40L& ≠a  

( )52.3.40L&& =×+× cpcp  

( )53.3.40L& =c  

( )54.3.40L& =p  

( )55.3.40L
&&
=−

a
a

S
S

 

( )56.3.4L&& a
a
SS ×=  

( )57.3.40L&& ≠×= Spf  
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( )58.3.40L& ≠S  

( )59.3.40L≠S  

他方は，（4.3.60）～（4.3.64）を前提とし

て（4.3.44）を考察する．（4.3.62）では（4.3.65）

と（4.3.66）が前提となる． 

( )60.3.40L& ≠ρ  

( )61.3.40L& ≠q  

( )62.3.40L≠p  

( )63.3.40L≠q  

( )64.3.40m L& =  

( )65.3.40L≠S  

( )66.3.40L≠a  

（4.3.60）～（4.3.64）の前提で，（4.3.67）

あるいは（4.3.68）の一方のみが成立する．

（4.3.67）と（4.3.68）の両方が同時に成立

することはない． 

( )67.3.40L& =c  

( )68.3.40L& =p  

（4.3.67）が成立する場合には，（4.3.67）を

（4.3.42）に代入すると（4.3.69）が導出さ

れる．（4.3.69）では（4.3.70）が成立する場

合も可能である． 

( )69.3.40L
&&&
=−−

a
a

S
S

ρ
ρ

 

( )70.3.40L& =a  

（4.3.68）が成立する場合には（4.3.42）は

（4.3.71）のように記述できる．（4.3.71）で

は（4.3.72）が成立するときは（4.3.70）も

成立する．（4.3.71）に（4.3.70）および（4.3.72）

を代入すると（4.3.73）が記述できる． 

( )71.3.4L
&&&&

a
a

S
S

c
c

−−=
ρ
ρ

 

( )72.3.40L& =S  

( )73.3.4L
&&

ρ
ρ

−=
c
c

 

圧縮力の場合と粘性を考慮できる運動方

程式から導出した場合についてコンプライ

ア ン ス と 流 量 の 関 係 を 考 察 し て き た ．

（4.3.74）が成立する場合でも粘性を考慮し

た応力でコンプライアンスを計算すること

ができる．この考察は（4.2.1.21）あるいは

（4.2.3.10）で行った．（4.2.1.21）あるいは

（4.2.3.10）では，（4.2.1.16）が成立する場

合は（4.3.75）が記述できる．（4.3.75）から

（4.3.76）が計算できる． 

( )74.3.40L=a  

( )75.3.4)()()( Ltptctq ×=  

( )76.3.4L&&& cpcpq ×+×=  

4.3 で考察してきて，血圧，内圧および粘

性を考慮できる応力での計算をしてきた．こ

れらは，作用する向きや値の大きさが同じで

ない場合を次のように考えることができる．

地球上での，ヒトの一般的な 0[mmHg]に対

する内圧値の大きさは血圧値の約 6 倍以上

である．血圧よりも大きいこの内圧が臓器に

作用しており，その作用のために臓器に大き

な影響が生じる可能性がある．また，血液や

臓器に対しては，この圧縮力の影響のみでな

く，粘性の影響もある．このため，心臓-血

管系での情報処理で物体の移動を応力で説

明する方が，圧力での説明よりも，その物体

の運動を解析し易い．臓器内に生じる力で，

その臓器内の物体の運動を考えることがで

きる．心臓あるいは血管内では，血液とその

構成成分の移動が 2006 年現在の著者の主な

考 察 対 象 と な る ． こ れ ら の 考 察 対 象 を

（4.3.77）で考えることができる．（4.3.77）

の右辺は心臓あるいは血管内に作用してい

る力を分子として，左辺の応力を定義するた

めの断面積を分母に与えたものである．この

断面積は血液の進行方向に対して直角に与

える．このとき，左辺の応力は，法線応力と

接線応力の計算ができる． 

( ) ( )77.3.40),(,
),(

)(),( L≠= xtS
xtS
tfxtp  

粘性を考慮した応力の方がこの内圧よりも，
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臓器内の物体の運動を追跡する上では多く

の力学上の計算が可能である．また，（4.3.77）

を 使 用 し て 導 出 し た コ ン プ ラ イ ア ン ス

（4.2.1.19）および（4.2.1.21）は，運動方程

式（4.2.1.4）に記述できる．運動方程式で血

液を記述する際には，質点系の力学の 4.2.2

で論じた熱力学的変化の影響を，2006 年現

在著者は解明していない．この熱力学的変化

を解明することは，現在の著者の課題である．

ただし，（4.2.2.24）を使用する際には，臓器

内の特定の領域内での血液の質量中心の各

変数値を与えることを著者は考えている．こ

のために，この質点系の各質点の移動速度の

速い方が熱力学的変化の影響は小さいもの

と著者は考察している．ただし，質量中心の

位置について次のような注意を著者は考え

ている．その特定の領域内の固定した一点あ

るいは，その領域内の特定の一点に十分近い

近傍内に質量中心の位置を決定するものと

する．この質量中心の決定は測定中に生じる

誤差を小さくするために，物理理論上での強

力な技術となるものと 2006 年現在著者は考

えている． 

血液の各構成物質を質点として，それらの

各質点について考察すると次のようになる．

慣性の法則では物体は，力が作用していない

場合でも一直線上を等速で進むことがある．

血流が生じている場合には血液を構成して

いる物体が移動しているものと考える．そし

て，それらの物体が一直線上を等速で進むな

らば，血流は存続できるものと著者は考える．

しかし，血流が生じる路は直線上に存在する

だけでない．このため，血流が直線上を等速

で進み続けることは一般的には不可能であ

るものと著者は考える．この場合に，運動の

第二法則からは各物体に力が働くときに，そ

の力の方向にその物体は加速度をもち，その

物体は直線上でない軌道を取ることが可能

となるものと著者は考える． 

4.4 コンプライアンスと接線の傾きの関係 

（4.4.1）は有界閉区間[0，2π]上の連続関

数のつくるバナッハ空間 Cｐ[0，2π]の要素

であることを表している．（4.4.2）の三角多

項式は，有理数を係数とし，任意に与えられ

た正数εに対して（4.4.3）を満足する．（4.4.3）

の不等式の左辺は最大値ノルムである．ただ

し，m は任意の整数である． 

[ ] ( )1.4.42 ,0 LπPCx∈  

( ) ( )2.4.4sincos
2

)(
1

0 L∑
=

++=
n

m
mm mtdmtc

c
tT  

( )3.4.4Lε<−
∞

Tx  

３章の有限フーリエ解析では，（4.4.2）の有

理数の係数をフーリエ係数で計算したもの

で容積と内圧の近似式を記述した．フーリエ

係数は（4.4.4）および（4.4.5）で記述できる．

ここで，（4.4.6）を計算すると（4.4.7）と

（4.4.8）の関係が導出できる．（4.4.8）は

（4.4.7）の複素共役である．ただし，（4.4.9）

は虚数単位である． 

( ) ( )4.4.4dcos2
0

L∫=
T

m tmttx
T

c  

( ) ( )5.4.4dsin2
0

L∫=
T

m tmttx
T

d  

( ) ( )6.4.4de1
0

2i
L∫

×
−

=
T t

T
m

m ttx
T

π

α  

( ) ( )7.4.4i
2
1

Lmmm dc −=α  

( ) ( )8.4.4i
2
1

Lmmm dc −−− +=α  

( )9.4.41i L−=  

フーリエ係数は（4.4.7）と（4.4.8）を使った

関数近似の最適性として（4.4.10）のような

関係がある．（4.4.10）の不等式の右辺に記述

してある（4.4.11）は複素数である．（4.4.10）

は（4.4.12）を周期Ｔの周期関数とする．任

意の整数Ｎと複素数（4.4.11）に対してフー
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リエ係数は（4.4.10）を満足する． 

( )10.4.4

de)(de)(
2

0

2i

0

22i

L

ttxttx
T N

Nn

t
T
n

n
T N

Nn

t
T
n

n ∫ ∑∫ ∑
−=−=

−≤−
ππ

γα

( ) ( )11.4.4,1,0 LL±=mmγ  

( )12.4.4)( Ltx  

血液の体積の近似式を（4.4.13）とする．

応力の近似式を（4.4.14）とする．（4.4.13）

と（4.4.14）を使って（4.2.1.49）を計算した

ものが（4.4.15）である．ただし，（4.4.15）

が定数Ａになると仮定する． 

( ) ( )13.4.4sincos
2

)(
1

0
L∑

=

++=
n

m
qmqm

q
q mtmtc

c
tT d

( ) ( )14.4.4sincos
2

)(
1

0
L∑

=

++=
n

m
pmpm

p
p mtmtc

c
tT d

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )15.4.4A

sinsincoscos

sinsincoscos

1
2121

1
2121

L=

−−

−−

∑

∑

=

=

+

+

n

m
pmpm

n

m
qmqm

mtmtmtmtc

mtmtmtmtc

d

d

（4.4.15）の仮定から（4.4.16）が成立する．

（4.4.16）から（4.4.17）および（4.4.18）の

関係を得ることができる． 

( )16.4.40}sinsinA

)cos)(cosA{(

))(( 21

1
21

L=−×−

−×−

+

∑
=

mtmtd

mtmtcc

pmqm

n

m
pmqm

d

( ) ( )17.4.4const.:B,BA Lcmcmpmqm cc =×−  

( ) ( )18.4.4const.:B,BA Ldmdmpmqm dd =×−  

（4.4.17）と（4.4.18）に（4.4.4）と（4.4.5）

か ら 計 算 し た フ ー リ エ 係 数 を 代 入 し ，

（4.4.19）と（4.4.20）を導出する．（4.4.19）

と（4.4.20）から（4.4.21）と（4.4.22）に纏

める．（4.4.21）および（4.4.22）から（4.4.23）

の関係を得る．（4.4.23）から（4.4.24）のよ

うに書き換える．（4.4.24）の左辺では，

（4.2.1.19）の右辺が記述されている． 

( ) ( )
( )19.4.4B

dcos2Adcos2
00

Lcm

TT
tmttp

T
tmttq

T
=

×− ∫∫

( ) ( )
( )20.4.4B

dsin2Adsin2
00

Ldm

TT
tmttp

T
tmttq

T
=

×− ∫∫

( ) ( ) ( )21.4.4Bdcos)A(2
0

Lcm
T

tmttptq
T

=×−∫

( ) ( ) ( )22.4.4Bdsin)A(2
0

Ldm
T

tmttptq
T

=×−∫
( ) ( ) ( ) ( )23.4.4A 3 LtBtptq =×−  

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )24.4.40,A 3 L≠+= tp
tp
tB

tp
tq

 

（4.4.25）と（4.4.26）が成立する場合は，

（4.4.4）と（4.4.5）のフーリエ係数の正規直

交系の関数と（4.4.23）の右辺が互に直交で

ある．（4.4.17）および（4.4.18）で（4.4.25）

と（4.4.26）が成立すると（4.4.27）と（4.4.28）

が成立する．（4.4.29）の場合は，（4.4.27）

と（4.4.28）が成立する． 

( )25.4.40B L=cm  

( )26.4.40B L=dm  

( )27.4.40A, L≠= pm
pm

qm c
c
c

 

( )28.4.40A, L≠= pm
pm

qm d
d
d

 

( ) ( ) ( )29.4.4const.:B,B 333 L=tB  

（4.4.29）が成立する場合には（4.4.23）か

ら（4.4.30）が記述できる．（4.4.30）の右辺

の第一項の係数である（4.4.15）の右辺――

（4.2.1.49）を参照――は（4.4.31）が成立す

る場合に定義できる．（4.4.30）の両辺を時間

の変数で微分すると（4.4.32）が記述できる．

（4.4.33）を前提として，合成関数の微分法

を使うと（4.4.32）から（4.4.34）を得る． 

( ) ( ) ( )30.4.4BA 3L+×= tptq  

( ) ( )31.4.40L≠′ τp  

( ) ( ) ( )32.4.4A Ltptq ′×=′  

( ) ( )33.4.40L≠′ tp  
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( )34.4.4,A
d
d

Lτ== t
p
q

 

（4.4.35）が成立する場合には（4.4.24）か

ら（4.4.36）が記述できる．（4.4.36）の左辺

が極限値をとる場合を 4.6 で論じる． 

( ) ( )35.4.403 L=tB  

( )
( ) ( )36.4.4AL=
tp
tq

 

（4.4.37）は内積の計算である．（4.4.37）

で（4.4.38）が成立すると（4.4.39）が算出

できる．（4.4.38）は直交関係を示す．（4.4.38）

から（4.4.23）の左辺の第二項は，その左辺

の第一項の射影であることがわかる．ただし，

内積は区間［a,b］では（4.4.40）の計算とす

る． 

( ) ( ) ( ) ( )37.4.4,A,,A Lpppqppq −=×−  

( ) ( )38.4.40,A L=×− ppq  

( ) ( ) ( )39.4.4,A, Lpppq =  

( ) ( ) ( ) ( )40.4.4d,
b

a
Lttptqpq ∫=  

次のように，（4.4.38）の直交関係は完全正規

直交系を使って計算できる．（4.4.41）を完全

正規直交系とする．（4.4.42）は（4.4.43）で

の容積 q の（4.4.41）のフーリエ型展開係数

である．（4.4.44）は（4.4.45）の係数である．

（4.4.41）の正規直交系で応力ｐの関数を記

述 で き る も の と 仮 定 す る ．（ 4.4.43 ） を

（4.4.46）に書き直す．（4.4.46）の第一項の

直交系は（4.4.45）で使った直交系である．

（4.4.23）を（4.4.47）に記述する．（4.4.47）

に（4.4.43）と（4.4.45）を代入する．（4.4.46）

と（4.4.48）から（4.4.49）を導出できる．

（4.4.38）に（4.4.45）と（4.4.49）を代入す

ると（4.4.50）が計算できる． 

ただし，真値を得る関数を（4.4.45）で記述

することは難しいものと著者は考える．著者

の意見では次のようになる．実際は，応力の

近似式を（4.4.45）で記述することになるも

のと考える．（4.4.41）の完全正規直交系が

（4.4.4）と（4.4.5）のフーリエ級数の完全正

規直交系であるならば，（4.4.10）が成立する．

このために，（4.4.45）で関数近似の最適性を

考えることができる． 

{ } ( )41.4.4
1
L

∞

=jjϕ  

( ) ( )42.4.4,q Ljj q ϕα =  

( )43.4.4
1

q L∑
∞

=

=
j

jjq ϕα  

( ) ( )44.4.4,p Ljj p ϕα =  

( )45.4.4
1

p L∑
=

=
N

j
jjp ϕα  

( )46.4.4
1

q
1

q L∑∑
∞

+==

+=
Nj

jj

N

j
jjq ϕαϕα  

( ) ( ) ( ) ( )47.4.4A 3 LtBtptq +×=  

( ) ( )48.4.4A 3
1

p
1

q LtB
N

j
jj

j
jj +×= ∑∑

=

∞

=

ϕαϕα  

( ) ( )49.4.43
1

q LtB
Nj

jj =∑
∞

+=

ϕα  

( )50.4.40,
1

p
1

q L=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑∑
=

∞

+=

N

j
jj

Nj
jj ϕαϕα  

（4.4.23）では（4.4.15）の右辺の定数で

導関数の値を使った．（4.4.51）では容積の第

一階の導関数を使って（4.2.1.19）との関係

を考察する．流通座標（4.4.52）を使って

（ 4.4.51 ） の 接 線 の 方 程 式 を 導 出 す る ．

（4.4.51）と（4.4.52）から（4.4.53）のよう

に記述できることは，流通座標での接線の方

程式の導出では周知である．（4.4.53）から

（4.4.54）のように書き直せる．（4.4.54）か

ら（4.4.55）のように纏める．（4.4.55）の右

辺を使って（4.4.56）を記述できる．（4.4.56）

から（4.4.57）が導出できると，（4.4.57）で

（4.2.1.19）と容積の第一階の導関数の関係

を得ることができた． 

( )51.4.40
d
d),(

d
d
d
d

d
d

L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠==
t
ptA

t
p
t
q

p
q
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( ) ( )52.4.4, LYX  

( ) ( )53.4.4),( LpXtA
pX
qY

≠=
−
−

 

( ) ( ) ( )54.4.4LpXtAqY −×=−  

( )55.4.4)()()( LtBptAqXtAY =×−=×−  

( )56.4.4)()()()( LtBtptAtq +×=  

( ) ( )57.4.40)(,
)(
)()(

)(
)(

L≠+= tp
tp
tBtA

tp
tq

 

（4.4.58）が成立するときには（4.4.56）は

（4.4.59）に記述できる．（4.4.59）から

（4.4.60）を導出できる．（4.4.60）は（4.4.36）

の場合と類似であり，4.6 で（4.4.60）の右

辺が（4.4.60）の左辺の極限値である場合を

考察する． 

( )58.4.40)( L=tB  

( )59.4.4)()()( LtptAtq ×=  

( ) ( )60.4.40)(),(
)(
)(

L≠= tptA
tp
tq

 

（4.4.61）が記述できるときは（4.4.56）は

（4.4.62）に記述できる．（4.4.62）から

（4.4.63）を記述できる．（4.4.51）と（4.4.61）

から（4.4.64）が記述できる．（4.4.64）から

（4.4.65）を得る．（4.4.65）から（4.4.66）

が計算できる．（4.4.66）から（4.4.67）を導

出できる． 

( )61.4.40)( L=tA  

( )62.4.4)()( LtBtq =  

( ) ( )63.4.40)(,
)(
)(

)(
)(

L≠= tp
tp
tB

tp
tq

 

( )64.4.40

d
d
d
d

L=

t
p
t
q

 

( )65.4.40
d
d

L=
t
q

 

( )66.4.4const.)( L=tq  

( ) ( )67.4.40)(,
)(

const.
)(
)(

L≠= tp
tptp

tq
 

4.5 線形写像とコンプライアンスについて

の考察 6） 

4.5 では関数解析の線形作用素についての

コンプライアンスを考察する．4.5 の初めの

方で（2.2.1.1）と（4.2.1.19）が線形作用素

であるものとして考察する．そして，その線

形作用素が有界であり，かつ掛け算作用素と

なることを論じる． 

その後に，（4.2.1.28）と（4.2.1.83）での線

形作用素としての考察を行う．（4.2.1.28）と

（4.2.1.83）が近似式の場合は線形作用素と

して論じるが，近似式でない場合は線形作用

素として計算できないことを示す． 

（4.5.1）はバナッハ空間であるとする．

（4.5.2）は係数体とする．4.5 での係数はす

べて実数であるものとする．              

( )1.5.4LX  

( )2.5.4LK  

（4.5.3）と（4.5.4）が成立する場合には

線形空間で線形の写像が成立している．

（4.5.3）と（4.5.4）の作用素を線形作用素と

呼ぶ．このとき，この線形作用素の定義域は

（4.5.1）の部分空間であるものとする． 

( )
( ) ( )3.5.4,

),()()()()()()(

21

2121

LXpp
tptctptctptptc

∈∀
×+×=+×

 

( )
( ) ( )4.5.4,

),()()()(
LXp

tptctptc
∈∀∈∀

××=××
Kα

αα
 

この線形作用素を（4.5.5）で表すことにする．

一般的な心臓あるいは血管などでは，（4.5.6）

を満足する定数 M が存在することは明らか

である．（4.5.6）が成立する場合には（4.5.5）

は有界である．ただし，∥∥はノルムである． 

( )5.5.4LT  

( ) ( )6.5.4, LXppMTp ∈∀≤  

（4.5.7）で掛け算作用素として（4.5.5）を定

義する．（4.5.7）では，（4.5.8）は連続関数で

あるものとする．ただし，（4.5.9）は実数体

とする．（4.5.10）のように（4.5.5）の掛け

算作用素を記述できる． 
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( ) ( )7.5.4,),()())(( LXcttptctTp ∈∈×≡ R  

( ) ( )8.5.4,),( LXcttc ∈∈ R  

( )9.5.4LR  

( )10.5.4)( L×= tcT  

（4.5.11）は合成関数の微分法である．

（4.5.11）から（4.5.12）が導出できる．

（4.5.12）の右辺を（4.5.11）の右辺に代入

すると（4.5.13）のようになる．（4.5.12）の

分母の導関数は（4.5.13）の右辺の記述には

残 ら ず ，（ 4.5.12 ） の 右 辺 の 分 子 の み が

（4.5.13）の右辺に記述される． 

( ) ( )11.5.4,,,
d
d

d
d

d
d

LXR ∈∈×= pqt
t
p

p
q

t
q

 

( )12.5.40
d
d,

d
d
d
d

d
d

L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠=
t
p

t
p
t
q

p
q

 

( )13.5.4
d
d

d
d

d
d
d
d

L
t
q

t
p

t
p
t
q

=×  

実際，（4.5.12）を使って（4.5.14）のように

計算する．（4.5.14）から（4.5.15）が導出で

きる． 

( ) ( )14.5.4,0,
d
d1

d
)d(

d
d

LK∈∀≠×=
×

αα
αα p

q

t
p
t
q

 

( )15.5.40
d
d,

d
d

d
d

d
d1

L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
t
p

t
q

t
p

p
q α

α
 

（4.5.11）～（4.5.15）の計算を（4.5.16）の

作用素の定義を考察する．（4.5.16）で対応を

与えるバナッハ空間の要素は（4.5.17）を満

足する微分可能な関数である．（4.5.16）の係

数は（4.5.17）の係数と同じものである．

（4.5.16）で（4.5.18）の計算をした．また，

（4.5.16）で（4.5.19）の計算をした．（4.5.18）

の右辺と（4.5.19）の右辺を比較すると

（4.5.20）になる．（4.5.20）から（4.5.16）

は線形作用素にはならない． 

( ) ( )16.5.4,0,
d
d

d
d1

LK∈≠××= αα
α tp

qT
K

 

( ) ( )17.5.4,0,,, LKX ∈≠∈×= ααα
KK
pppp  

( ) ( )18.5.4
d
d

d
d

d
)d(

d
d1

L
t
p

p
q

t
p

p
qpTpT

KKK
==×=

α
α

α

( ){ } ( )19.5.4
d
d

d
d1 L

t
p

p
qpT

K
×=×× αα  

( ) ( )20.5.4)( LpTpT
KK

×≠× αα  

（4.5.12）を使って（4.5.21）を計算する．

（4.5.21）からも（4.5.16）が一般的には有

界でないことが分かる． 

( )21.5.4l,,

d
d
d
d

lim 0
d

d
im0

d

d
lim

000

L
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
∞= ≠=

→→→ t

q

t

p

tttttt

t
p
t
q

（4.5.12）が定数の場合について考察する．

（4.5.22）のように記号を使う．（4.5.23）の

よ う に 記 述 で き る ．（ 4.5.23 ） の 係 数 は

（4.5.24）で与える． 

( )22.5.40
d
d,const.dcc

d
d
d
d

d
d

L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠===
t
p

t
p
t
q

p
q

 

( )23.5.4
d
d

d
d

dcc
d

)d(
dcc L

t
q

t
p

t
p

×=××=
×

× ααα

( )24.5.4LK∈∀α  

（4.5.12）を（4.5.25）のように計算する．

（4.5.25）のバナッハ空間の要素は（4.5.26）

で与える．（4.5.25）を使い（4.5.27）が計算

できる．（4.5.27）の右辺から（4.5.28）の右

辺のように記述できる．（4.5.28）の右辺を

（4.5.29）のように書き換える．（4.5.27）の

左辺と（4.5.29）の右辺から（4.5.30）のよ

うに記述できる．（4.5.25）～（4.5.30）まで

は（4.5.12）が定数であるとは限らない場合

で計算している．（4.5.22）の場合は（4.5.31）
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のように計算できる．（4.5.22）の場合は

（4.5.23）と（4.5.31）から線形作用素とな

る． 

( )25.5.40
d
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d

)(d
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)(d
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( )31.5.4
d

d
dcc

d
d

dcc

d
)(d
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t
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t
p
t
pp

×+×=
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ヒトの心臓や血管の一般的な場合では

（4.5.22）が成立することは難しいものと著

者は考える．そのために，実際の心臓や血管

で使用する際には近似式で（4.5.22）が成立

することを考える方が現実的であるものと

著者は考える． 

（4.5.22）に類する式では，（4.2.1.28）を既

に導出している．（4.2.1.24）と（4.2.1.27）

を前提に（4.2.1.28）を算出した．さらに，

（4.2.1.28）の左辺に（4.2.1.83）が成立する

ことを前提にすると，（4.5.32）が導出できる．

（4.5.32）から（4.5.33）が導出できるもの

と仮定する． 

（4.5.33）では，（4.2.1.27）の近傍では

（4.5.32）の右辺を定数とする．このとき，

（4.5.32）の左辺を（4.5.22）の右辺として

（4.5.34）が成立する場合を（4.2.1.27）の近

傍で考えることができる．  

( ) ( )32.5.40,
)()(

d
d
d
d

0

0 Lpp
pp
pqpq

t
p
t
q

≠
−
−

≈  

( )33.5.4
d
d)()(

d
d

0

0 L
t
p

pp
pqpq

t
q

×
−
−

≈  

( )34.5.4
d
d)()(

d
dc

0

0
dc L

t
p

pp
pqpq

t
p

×
−
−

≈×  

4.6 心臓と血管の評価についての考察 

有理数を係数とする多項式で，（4.4.2）の

三角多項式を次のように記述できる．（4.4.1）

と同様にバナッハ空間の要素を（4.6.1）で記

述する．（4.6.2）の多項式は任意に与えられ

た正数εに対して有理数を係数として，

（4.6.3）を満足する． 

[ ] ( )1.6.4b , LaCx∈  

( )2.6.4)( 2
210 LL n

ntptptpptP ++++=  

( )3.6.4Lε<−
∞

Px  

応力を（4.6.4）の多項式で記述できるもの

とする．容積を（4.6.5）の多項式で記述でき

るものとする．（4.6.4）と（4.6.5）で記述し

た（4.6.6）の右辺は（4.6.6）の左辺の極値で
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あるものとする．（4.6.7）が成立するならば

（4.6.8）と（4.6.9）が成立する．したがって，

（4.6.7）は（4.6.10）を重根にもつ．そして，

（4.6.11）は（4.6.12）に記述できる．（4.6.12）

は k 重根の場合の記述である．（4.6.12）が

（4.6.13）を満足することは周知である． 

( )4.6.4)( 2
210 LL n

ntptptpptp ++++=  

( )5.6.4)( 2
210 LL n

ntqtqtqqtq ++++=  

( ) ( )6.6.40)(,
)(
)(

0
0

0 L≠= tp
tp
tq

λ  

( )7.6.40)()( L=×− tptq λ  

( )8.6.40)()( 00 L=×− tptq λ  

( )9.6.40)()( 00 L&& =×− tptq λ  

( )10.6.40Ltt =  

( )11.6.4)()()( Ltptqtg ×−= λ  

( )12.6.4)()()( 0 Ltutttg k ×−=  

( )13.6.40)( 0
)( L≠tg k  

（4.6.8）と（4.6.9）から（4.6.14）が成立す

る．（4.6.14）では（4.6.6）の極限値の場合

に応力と容積が極値をとらないことが次の

ようにわかる．（4.6.15）の第一階の導関数は

（4.6.16）である．（4.6.17）のときに（4.6.15）

は極限値をとる．（4.6.17）を計算すると

（4.6.18）を導出できる．（4.6.19）を前提に

すると（4.6.18）から（4.6.20）になる．（4.6.14）

と（4.6.20）から（4.6.21）と（4.6.22）が成

立することは明らかである． 

( ) ( )14.6.40)(,
)(
)(

)(
)(

0
0

0

0

0 L&
&

&
≠== tp

tp
tq

tp
tq

λ  

( ) ( )15.6.40)(,
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)(

L≠= tp
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tqc  

( )16.6.4
)(

)()()()(
2 L

&&
&

tp
tptqtptqc −

=  

( )17.6.40L& =c  

( )18.6.4)()()()( L&& tptqtptq =  

( )19.6.40)( L≠tq  

( )20.6.40)( L& ≠tq  
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&
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tp
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( )22.6.4
)(
)(

0

0 L
&

&
∞≠

tp
tq

 

（4.6.11）から（4.6.23）が計算できる．ま

た，（4.6.16）と（4.6.17）から（4.6.24）を

導出できる．（4.6.25）の場合は（4.6.24）か

ら（4.6.26）が成立する．（4.6.10）の場合は

（4.6.24）から（4.6.27）が記述できる．こ

の（4.6.10）の場合は（4.6.23）と（4.6.27）

が等しい． 

( )23.6.40)()()( 000 L&&& =×−= tptqtg λ  

( )24.6.4)(
)(
)()( L&& tp
tp
tqtq ×=  

( )25.6.40)( L& =tp  

( )26.6.40)( L& =tq  

( )27.6.40)()( 00 L&& =×− tptq λ  

（4.6.28）の分母は応力であり，分子は容

積である．（4.6.29）のαと（4.6.30）のβは

実数の係数である．（4.6.31）は（4.6.29）と

（4.6.30）を使って計算したコンプライアン

スである．（4.6.31）の両辺を微分すると

（4.6.32）になる．（4.6.29）および（4.6.30）

の両辺をそれぞれ微分すると（4.6.33）およ

び（4.6.34）になる． 

（4.6.35）は容積と応力の比の差である．こ

の差，容積および応力から心臓あるいは血管

の評価を行うことを著者は考える．この評価

方法では，（4.6.28）を選択する必要がある．

そして，（4.6.35）は（4.6.28）を基準とする

考えで，その基準となる関数の値からの差で

ある．このコンプライアンスおよびその差か

ら内部に生じている容積，応力，力，加速度，

断面積および体積密度を推定することを著

者は考えている． 

( ) ( )28.6.40)(,
)(
)(

)( 0
0

0
0 L≠= tp

tp
tq

tc  
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( )29.6.4)()( 0 Ltqtq ×= α  

( ) ( )30.6.40),()( 0 L≠×= ββ tptp  

( )31.6.4)(
)(
)(

)(
)()( 0

0

0 Ltc
tp
tq

tp
tqtc ×===

β
α

β
α

 

( )32.6.4)()( 0 L&& tctc ×=
β
α

 

( )33.6.4)()( 0 L&& tqtq ×= α  

( )34.6.4)()( 0 L&& tptp ×= β  

( )35.6.4
)(
)(

)(
)(

)(
0

0

0

0 L
tp
tq

tp
tq

tc −
×
×

≡Δ
β
α

 

（4.6.35）は（4.6.36）に書き換えることが

できる．数値での計算では（4.6.35）と

（4.6.36）では異なる計算結果となる場合が

ある．このような数値での計算では（4.6.37）

と（4.6.38）でも同様である．（4.6.37）では

（4.6.35）を（4.6.28）を使って纏めている．

（4.6.28）に係数を掛けることで，（4.6.38）

は（4.6.35）の左辺が記述できる．（4.6.39）

は（4.6.28）と（4.6.35）の比である． 
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0 L
tp
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( )39.6.41
)(
)(

0
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

Δ
β
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tc
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（4.6.40）の変数は実数値である．（4.6.41）

の両辺の分子は容積の変化量を（4.6.40）の

変数で記述している．（4.6.41）での記述は容

積と応力で記述をしており，時間を変数とす

る関数では記述していない．（4.6.41）は平面

座標上では容積と応力のグラフとなるもの

を著者は考えている．（4.6.41）の真ん中のコ

ンプライアンスは平面座標上での基準とな

る容積と応力の値である．（4.6.41）では分母

の応力は同じものである． 

（4.6.35）と（4.6.41）での基準となるコン

プライアンスの選択方法は今後の研究課題

であるものと著者は考えている． 

( )40.6.40, 10 L≥εε  

( )41.6.410 L
p

q
p
q

p
q εε +

≤≤
−

 

コンプライアンスと応力から（4.6.42）の右

辺のように容積が計算できる．（4.6.43）では

体積密度と（4.6.42）で算出した容積を掛け

て定数の質量を計算している．（4.6.44）の左

辺では加速度と（4.6.43）で計算した質量を

掛けて力を計算している． 

( )42.6.4)()()( Ltqtptc =×  

( )43.6.4const.m)( L==× tqρ  

( )44.6.4)()(m Ltfta =×  

（4.2.2.24）から（4.6.45）が導出できる．運

動方程式から導出したコンプライアンスと

して（4.2.1.14）あるいは（4.6.45）を使って

断面積，体積密度あるいは加速度を算出でき

る．（4.6.45）からは左辺の値と右辺の２つの

変数が分かれば残りの１つを得ることは明

らかである．ただし，（4.2.1.14）の代わりに

（4.2.1.20）を使う場合も考えられる． 

体積密度や加速度は，（4.6.43）や（4.6.45）

などで算出できる．断面積は（4.2.1.2）や

（4.6.45）などで算出できる． 

( ) ( )45.6.4
,

c

cxc

xc

c L
&& cx
xtS

p
q

ρ
=  

（4.4.57）から（4.6.46）を記述できる．

（4.6.46）の左辺の第一項は（4.6.47）のよ

うに記述できる．（4.6.46）の左辺の第一項は

平均変化率として解釈できる．（4.6.47）の左

辺は時間の変数 t を独立変数として考えるこ

とができる．また，容積と応力の媒介変数と

して t を看做すこともできる．（4.6.47）の前

提として（4.6.48）を定める．（4.6.47）の左

辺では，t-q 平面座標上の平均変化率と t-p

平面座標上の平均変化率から p-q 平面座標

上の平均変化率を記述している．この場合は

（4.6.46）の左辺の第一項は p-q の平面座標

上の曲線上の弦の勾配となる．（4.6.49）の場
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合は（4.6.46）から（4.6.50）が導出できる．

（4.6.50）は（4.6.51）と同様の数学的記述

である．（4.6.51）は（4.6.24）から計算でき

る．（4.6.24）が成立する場合は，（4.6.17）

が成立することが前提である．（4.6.17）では

コンプライアンス（4.6.15）が極値をとるこ

とは明らかである． 

2006 年現在の著者の未解決の課題の１つと

して（4.6.48）の容積と応力がゼロの場合の

与え方である．発生の過程での心臓と血管が

完成する或る時点までに容積が零となる時

期があることを著者は考えている．この容積

が零になる時を応力が零になる時であると

定義して，（2.2.1.1）や（4.2.1.14）などのコ

ンプライアンスを平均変化率として扱うこ

とを著者は考えている．（2.2.1.1），（4.2.1.14）

あるいは（4.6.45）では応力はゼロにならな

いことを前提にしている．このために，応力

が零になる時期を気にする必要はない．しか

し，平均変化率として考える場合はこの応力

が零になる時期が数学的に問題となること

は明らかである． 
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4.7 電気回路要素との対応関係についての

考察 

図 2.4 で電気回路要素と本論文の循環系の

回路要素との対応関係を与えた．この対応関

係を使って，電気回路から回路方程式を導出

できる数学的処理で循環系の回路モデルの

回路方程式を導出できる．この回路方程式を

導出する際にキルヒホッフの法則を使える

ことになる． 

電気量に対して血液量を対応させている．

一般に，電荷は電場を作るが，血液量あるい

は血液は特に電場に対応するような場を作

ることはないものと考えることができる． 

電荷が電場で力を受けるのに対して，血液

は心臓あるいは血管内で循環のために作用

する力や重力を受ける．しかし，一般には心

臓や血管内では血液に生じる力は応力にし

て考える．そして，この応力は内圧と呼ばれ

る圧縮力を対象としていることがしばしば

ある．図 2.4 の内圧は 0 mmHg に対する圧

であり，式は（2.2.1.2）で与えた．図 2.4 で

は，この内圧に対して電位を対応させている． 

電気量と電位に対応する血液量と内圧を

与えることで，コンデンサに対してコンプラ

イアンスを対応させることができる．この対

応で使われているコンデンサは，孤立導体球

の無限遠に対しての静電容量として考える

ことで電位と電気量で与えることができる． 

心臓あるいは血管内の血液量は，一般には

定数ではないものと考えることができる．こ

のことから，心臓あるいは血管内の血液量は

時間的に変化する．この変化量を血流量とし

て（2.2.2.2）で定義した．電気量を使った定

常流 7）でない電流の定義と同様の数学的記述

となっている．微分の記号として，時間

（4.7.1）の間に移動する電荷量が（4.7.2）の

場合は，電流の強さは（4.7.3）で定義できる． 

( )1.7.4d Lt  

( )2.7.4d Lq  

( )3.7.4
d
d
L
t
q

 

この電流と電位差で定義したオームの法則

の電気抵抗に対して血流量（2.2.2.2）と内圧

（2.2.1.2）で定義した流れの抵抗（2.2.2.1）
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を対応させている． 

4.8 キルヒホッフの法則についての考察 

（2.2.1.1）は以下のように線形素子 8）であ

ることが計算できる．（4.3.1）を（4.8.1）の

ように定める．（4.8.1）の右辺に A および B

を定数とする A×p1+B×p2 を代入する．代入

した式の右辺は（4.8.2）である．（4.8.2）は

（4.8.3）に記述できる．（4.8.3）は（4.8.4）

に記述できる．（4.8.4）は（4.8.5）に記述で

きる．（4.8.2）と（4.8.5）が等しいことから

（4.8.6）を記述できる．（4.8.6）から（2.2.1.1）

が線形素子であることがいえる．ただし，図

2.4 の対応関係を前提とした電気回路論での

議論である． 
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電気回路では次のような回路を線形回路

と呼ぶ．回路を構成しているすべての回路素

子の電圧と電流の関係が一次式である回路

が線形回路である．一般に線形回路網は，上

述のような線形回路を任意に結合した回路

網のことである．本論文の循環系の回路要素

と電気回路要素との対応関係を図 2.4 のよう

にとってみると図 2.1 を電気――あるいは電

子――回路での線形回路網とみなすことが

できる．このことは（2.2.1.1）が（4.8.6）を

満足して，かつ BC１が線形性を示す場合で

ある．本論文では（2.2.4.28）～（2.2.4.45）

を導出する際には，BC１が血液の左心室へ

向かう逆方向への流れを防ぐものとしてい

る．この逆方向への流れを防ぐ計算は，電流

が電圧の高い方から低い方へ生じることと

して，線形の電気回路としてみなして計算し

た．このために，BC1 の特別な数学的な処理

はなく，回路方程式を導出する際の仮定に含

めている．このために，BC1 が非線形性でも

左心室へ向かう逆方向への流れが生じない

場合には線形回路網として計算できる．  

電気回路の線形回路網として図 2.1 を見た

場合，重ねの理が保証される．この場合は，

電流分布は血流量の分布に対応することは

図 2.4 からも明らかである．電気回路や電子

回路で電源の記号として使われているもの

は，図 2.1 では表示していない．図 2.1 では

コンプライアンスがコンデンサに対応して

おり，コンデンサが放電する場合は心臓や血

管内の血液が流出する場合に対応する．図

2.1 で血液の分布を決定するには各コンプラ

イアンスの血液量の分布を決定することに

なる．各コンプライアンスの値と内圧によっ

て各コンプライアンスの血液量は決定する．

図 2.1 ではコンプライアンスの内圧が電源の

電圧――あるいは電位差――に対応する．た

だし，この電圧は 0[V]に対するもので電位と

等しい．図 2.1 のすべての隣り合うコンデン

サ間の電位差が零にならないようにするこ

とで回路網に電流を生じさせ続けることが

できる．図 2.4 では図 2.1 のすべての隣り合

うコンプライアンス間の内圧の差が零にな
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らないようにすることに対応する．このため

に，図 2.1 の血液量はすべての隣り合うコン

プライアンスの内圧の差が零にならないよ

うに血液量が分布し，かつ血液循環を維持し

続ける． 

4.10 で提案する線形回路で，各コンプライ

アンスとその線形回路を一纏めとして電圧

制御電圧源と見做すことができる．この電圧

制御電圧源――あるいは 4.10 で提案する線

形回路――を導入することで（2.2.4.28）～

（2.2.4.45）を説明できるようになる．さら

に，（2.2.4.28）～（2.2.4.45）よりもヒトの

システムに似た特性の連立微分方程式群を

導出できるものと 2006 年現在著者は考える． 

図 2.1 を線形の電気回路網としてキルヒホ

ッフの法則を使うことで，（2.2.4.20）は導出

できる．（2.2.4.20）は（4.8.7）に付随する斉

次方程式――あるいは同次方程式――であ

る ．（ 4.8.8 ） が 恒 等 的 に 零 で あ る 場 合

（2.2.4.20）は成立する．（2.2.4.20）および

（4.8.7）は線形常微分方程式である．（4.8.7）

は非斉次方程式――あるいは非同次方程式

――である．（2.2.4.20）の解全体のなす集合

が（4.8.9）であるとする．（4.8.9）の元を

（4.8.10）で記述する．（4.8.11）と（4.8.12）

が成立することは，重ね合わせの原理と呼ぶ

ものである．ただし，（4.8.12）のαは実数の

係数である．この原理では，（2.2.4.20）の任

意個の解の勝手な一次結合は（2.2.4.20）の

解となる． 
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（4.8.7）の解全体のなす集合が（4.8.13）で

あるとする．（4.8.13）の元を（4.8.14）で記

述する．（4.8.7）の解で（4.8.15）の計算が

成 立 す る ．（ 4.8.15 ） の 左 辺 と 右 辺 か ら

（4.8.16）が成立する． 

( )4.8.13LQ  
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（2.2.4.20）から，（2.2.4.2）～（2.2.4.19）

が線形性を示すことがわかる．（2.2.4.1）は

心臓周期の間中，成立するものとしている．

（2.2.4.2）～（2.2.4.10）の総和は，（2.2.4.1）

を満足する．また，（2.2.4.11）～（2.2.4.19）

の総和は，（2.2.4.1）を満足する．（2.2.4.1）

を保証する際にキルヒホッフの第一法則―

―あるいは KCL――を満足している．連立

微分方程式群の（2.2.4.2）～（2.2.4.19）は

各コンプライアンスの血流量の流入出を記

述している．これらの各微分方程式の左辺と

右辺の記述は，図 2.1 でキルヒホッフの第一

法則である電流連続の法則を記述している． 

この電流連続の法則は次のように解釈でき

る ． 連 立 微 分 方 程 式 群 の （ 2.2.4.2 ） ～

（2.2.4.19）の左辺は各コンプライアンスの

血液量の時間に対する変化率である．それら

の右辺の一つの括弧内は各コンプライアン

スに隣り合うコンプライアンスから流出す

る血流量である．あるいは、それらの右辺の
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他の括弧内は隣り合うコンプライアンスへ

流入する血流量である．連立微分方程式群の

（2.2.4.2）～（2.2.4.19）の右辺は二項ごと

に括弧で括っている．一般的にこの括弧で括

られた二つの項は，各コンプライアンスへの

血液の流入あるいは流出を二つの項で記述

している．各括弧の中のはじめの項にマイナ

スがついている場合は，一般に血液の流出を

意味する方である．各括弧の中のはじめの項

にマイナスがついていない場合は，一般に血

液が流入する方である． 

（2.2.4.2）～（2.2.4.19）の各括弧の中は各

コンプライアンスに接続している流れの抵

抗の血流量――図 2.4 では電流――である．

このために，各括弧内の流れの抵抗を括弧の

外に出すと，括弧内にはその流れの抵抗の内

圧差――図 2.4 では電位差――になる．この

内圧差の記述は電気回路論でのキルヒホッ

フの第二法則――あるいは KVL――となる． 

図 2.1 の（2.2.4.2）～（2.2.4.19）で説明

したキルヒホッフの法則の電流連続の法則

と電圧平衡の法則は以下の導入で記述でき

た．図 2.4，線形素子――コンプライアンス

と流れの抵抗――および線形性の回路――

BC1――の導入で可能なキルヒホッフの法

則の導入である． 

4.9 シミュレーションに使った連立微分方

程式についての考察 

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）から（2.2.4.24）

～（2.2.4.27）を除けば（2.2.4.2）～（2.2.4.19）

にある微分方程式と同様である．（2.2.4.22）

と（2.2.4.23）を仮定して（2.2.4.28）～

（2.2.4.45）を導出している．そして，

(2.2.4.22)と（2.2.4.23）の左辺を（2.2.4.24）

～（2.2.4.27）の右辺に記述することで

（2.2.4.20）の微分方程式とは異なる記述に

なる． 

また，図 2.1 のコンプライアンスと流れの

抵 抗 を す べ て 時 変 型 に し た 場 合 は ，

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）と同類の数学的記

述ができる．しかし，このような連立微分方

程式群は本論文の対象となっていない． 

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）は（4.9.1）の特

別な場合にあたる．4.9 では（4.9.1）から解

の一意性について考察して（2.2.4.28）～

（2.2.4.45）の一般的な線形微分方程式系の

記述をする．その後，さらに（2.2.4.28）～

（2.2.4.45）を発展させた微分方程式系につ

いて考察する． 

（4.9.1）のベクトル値関数は時間ｔに依存

する．その値はｎ次元 Euclid 空間にとる．

（4.9.1）の右辺の定義域は（4.9.2）である． 

( )1.9.4))(,(
d

)(d
Ltt

t
t xfx
=  

( ) ( ) ( )2.9.4,, Lnt Rx ×∞∞−∈  

（4.9.3）では，（4.9.1）の任意の解に対して

ｔに依存しないある定数Ｌ＞0 である．

（4.9.1）の右辺が，大域的に Lipschitz 条件

（4.9.3）を満足するものとする． 

( )3.9.4))(,())(,( Lyxyfxf −≤− Ltttt  

（4.9.1）はｔについて連続である．初期条件

とする（4.9.4）を満足する解は，任意に与え

た有限区間[ｔ0，ｔ0+α]に一意に存在するこ

とが微分方程式論で論じられている 9）．ただ

し，α＞0 とする． 

( )4.9.4)( 0
0 Lxx =t  

この解の一意性を前提に（2.2.4.28）～

（2.2.4.45）を線形微分方程式系（4.9.5）と

して考察する．（4.9.5）の行列は付録２のよ

うになる．血液量の行列は（a.2.1）である．

（a.2.2）は強制項と呼ばれる．（a.2.3）と

（a.2.4）は収縮期のときの行列である．

（a.2.5）と（a.2.6）は拡張期のときの行列で

ある． 



A LIFE COM. 
循環系に関する研究報告 

AL_COM.CVSyst.1 on Dec. 27, 2006 

 46

( )5.9.4)()()(
d

)(d
Lttt

t
t uDqBq

×+=  

３章の計算結果から考察すると，（4.9.5）

は周期解（4.9.6）をもつものと著者は考える．

（4.9.6）の T は周期とする．ここで，（4.9.5）

の解を（4.9.6）と仮定する．（4.9.6）を得る

際に使った初期条件を（4.9.7）と仮定する．

約 300 以上の 3 章のような数値解析の計算

を著者が行った．これらの計算結果での各初

期 値 の す べ て の 非 定 常 解 は 同 じ 定 常 解

（4.9.6）に近づいていくようであった．この

ことから著者は次のように考察した．（4.9.8）

を初期値に与える摂動とする．（4.9.7）の右

辺に摂動（4.9.8）を加えると（4.9.9）に記述

できる．この場合にはヒトの体で保有可能と

なる循環血液量を初期値にするものと定め

る．このとき，初期条件（4.9.9）を満足する

（4.9.5）の解は（4.9.6）に近づくものと著者

は考える． 

このことは次のように言えるものと著者は

考える．（4.9.6）に対応する閉曲線 K がある

ものとする．K の近傍に初期値――（4.9.9）

の右辺――をもつ場合は（4.9.5）のすべての

非定常解は閉曲線に無限に長い時間にわた

って近づいていく．これらの解の曲線から

（4.9.6）は安定な解であるものと考えること

ができる． 

( )6.9.4)()( LTtt += qq  

( )7.9.4)( 0
0 Lqq =t  

( )8.9.4Lεq  

( )9.9.4)( 0
0 Lεqqq +=t  

次の計算では（4.9.6）はリャプーノフの意味

で安定であり，さらに漸近安定である．

（4.9.7）の場合の（4.9.5）の解を（4.9.10）

とする．（4.9.11）の右辺は（4.9.7）の初期

値とは異なるものである．（4.9.12）が成立す

らならば（4.9.13）はすべての（4.9.14）で

定義されている．このことから，（4.9.7）を

もつ（4.9.5）の解（4.9.15）もすべての（4.9.14）

で定義されている．（4.9.16）に対して適当な

（4.9.17）を満たすもので（4.9.18）になる

とき（4.9.14）で（4.9.19）となる．このこ

とは，（4.9.5）の解（4.9.15）がリャプーノ

フの意味で安定であるといえる． 

( )10.9.4),,( 0
0 Lqq tt  

( )11.9.4)( 1
0 Lqq =t  

( )12.9.40,01 L><− ρρqq  

( )13.9.4),,( 1
0 Lqq tt  

( )14.9.40Ltt ≥  

( )15.9.4)( Ltq  

( )16.9.40L>ε  

( )17.9.40 Lρδ ≤<  

( )18.9.401 Lδ<− qq  

( )19.9.4)(),,( 1
0 Lε<− ttt qqq  

（4.9.20）が存在するとき（4.9.21）が成立

するならば，（4.9.22）のとき（4.9.23）とな

る．このことは，リャプーノフの意味で安定

な（4.9.5）の（4.9.15）が漸近安定であると

いえる． 

( )20.9.40 Lρσ ≤<  

( )21.9.401 Lσ<− qq  

( )22.9.4L∞→t  

( )23.9.40)(),,( 1
0 L→− ttt qqq  

この安定であると論じた解は次のように

解の一意性が保証されている．（a.2.3）と

（a.2.5）の各成分は連続で有界である．この

ことで（4.9.5）の右辺は大域的に Lipschitz

条件を満足する．この前提では，（4.9.5）の
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解は[ｔ0，∞）で一意に存在することが微分

方程式論では認められている． 

しかし，ここからはもう少し（4.9.5）を発

展させた線形時変システム（4.9.24）の線形

微分方程式系を考察する．（4.9.25），（4.9.26）

および強制項のすべての成分は有界であり，

連続とする．また，（4.9.25），（4.9.26）およ

び強制項のすべての成分の関数は周期関数

であり，かつ心臓周期の区間内で定義する．

（4.9.24）の解および行列のすべての成分の

周期は等しいものとする． 

ただし，（4.9.24）の行列の成分は付録 3 の

（a.3.1）～（a.3.26）あるいは（a.3.27）～

（a.3.52）のようにする．（a.3.1）～（a.3.26）

と（a.3.27）～（a.3.52）では強制項の与え方

が異なる．コンプライアンスは（2.2.1.1）で

与える．流れの抵抗は（2.2.2.1）で与える． 

( )24.9.4
)()(

)()()(
d

)(d
L

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

×+=

tt

ttt
t
t

qy

uDqBq
 

( )25.9.4)( LnnRB ×∈t  

( )26.9.4Lr×∈ nRD  

最初に（4.9.24）の解の安定性について考察

する．次に，（4.9.24）の構造安定性について

考察する．ここから（4.9.24）を考察する際

には（4.9.27）と（4.9.28）を仮定する．た

だし，（4.9.28）では k＝n のときは k+1 は 1

となる．一般的には（4.9.24）に仮想的に設

定する血流路があり，仮想的でない部位は心

室，心房および上行大動脈となる． 

( )27.9.4)()()( Ltptctq kkk ×=  

( )28.9.4
)()( 1 L

k

kk
k i

tptp
r +−
=  

（4.9.24）の解の安定性について考察する．

最初に，解が周期解であることを考察する．

その後に、その周期解の安定性について考察

する． 

（4.9.24）の微分方程式の非斉次方程式の解

と斉次方程式の解の関係は（4.8.14）と

（4.8.16）のような関係があり，次のように

なる．（4.9.29）は（4.9.24）の斉次方程式の

解 全 体 の な す 集 合 で あ る ．（ 4.9.30 ） は

（4.9.24）の非斉次方程式の解全体のなす集

合である．（4.9.30）の要素を（4.9.31）で記

述する．（4.9.32）のように（4.9.29）と（4.2.30）

の関係がある． 

( )29.9.40 LQ  

( )30.9.4LQ  

( )31.9.4LQ∈∀ gq  

{ } ( )32.9.400 LQQQ ∈∀+=+= bbgg qqqq  

（4.9.32）から（4.9.33）が記述できる．

（4.9.24）の時間の周期係数行列は（4.9.34）

になる．（4.9.34）の T は周期である．（4.9.34）

の成分は周期関数あるいは定数のどちらか

である．この場合は（4.9.35）の解は周期関

数であると仮定する．（4.9.27）の右辺は周期

関数と周期関数の積である．このことから，

（4.9.27）の左辺は周期関数となる．この

（ 4.9.27 ） の 左 辺 を 成 分 と す る も の が

（4.9.33）の左辺の成分であると著者は考え

る．（4.9.35）は（4.9.24）の同次方程式であ

るので（4.9.35）の右辺は周期関数を成分と

する行列の積として仮定することができる．

周期関数と周期関数の積が周期関数となる

ことはこの後 4.9 で示す． 

( )33.9.4Lbg qqq +=  

( )34.9.4)()( LtTt BB =+  

( )35.9.4)()(
d

)(d
Ltt

t
t qBq
=  

（4.9.36）と（4.9.37）の周期関数があるも

のとする．（4.9.36）と（4.9.37）から（4.9.38）

は明らかである．（4.9.38）から（4.9.39）と

なり，周期関数と周期関数の差は周期関数と
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なることが分かる． 

( )36.9.4)()( LtTt κκ =+  

( )37.9.4)()( LtTt λλ =+  

( )38.9.4)()()()()( LTtTtttt +−+=−= λκλκχ  

( )39.9.4)()( LTtt += χχ  

（4.9.33）から（4.9.40）が記述できる．

（4.9.40）の左辺は周期関数である．（4.9.40）

から（4.9.41）が成立する．（4.9.40）の左辺

の周期性から（4.9.40）と（4.9.41）が等し

くなり（4.9.42）を記述できる．（4.9.42）か

ら（4.9.40）の右辺の第一項と第二項は周期

関数であることが考えられる．（4.9.43）が零

であるならば，（4.9.43）の関数は周期関数で

ある． 

( )40.9.4)()()( Lttt gb qqq −=  

( )41.9.4)()()( LTtTtTt +−+=+ gb qqq  

( )42.9.4)()()()( LttTtTt gg qqqq −=+−+  

( )43.9.4)()()()( LtTttTt gg qqqq −+=−+  

（4.9.43）が零に等しいことを考察するため

に（4.9.24）の非斉次方程式（4.9.44）の解

について考える．（4.9.44）の同次方程式

（4.9.35）の解の基本系を（4.9.45）とする． 

( )44.9.4)()()(
d

)(d
Lttt

t
t vqBq

+=  

( )45.9.4)(,),( n1 LL tt ϕϕ  

（4.9.46）を（4.9.35）の解の基本行列とす

る．このとき，（4.9.47）は（4.9.46）の逆行

列である．（4.9.48）は（4.9.44）の解の成分

表示である． 

( )46.9.4))(()( i
j Ltt ϕ=Φ  

( )47.9.4)(1 Lt−Φ  

( )4.9.48n,,1,i,)()()(
n

1j
j

i
ji LL== ∑

=

tcttq ϕ  

この成分表示をベクトルの記法で記述する

と（4.9.49）になる．（4.9.49）は（4.9.50）

を 使 う こ と で （ 4.9.51 ） に 記 述 で き る ．

（4.9.24）と（4.9.44）の右辺を比較すると

（4.9.52）となる． 

( )49.9.4)()( Ltt cq Φ=  

( )50.9.4)()(1 L∫ −Φ= τττ dvc  

( )51.9.4)()()( 1 L∫ −ΦΦ= τττ dt vq  

( )52.9.4)()( Ltt uDv ×=  

（4.9.49）の右辺が周期関数になるかを考察

する．（4.9.46）は周期関数である．（4.9.52）

の右辺の強制項は内圧の周期関数である．こ

のために，（4.9.52）の右辺は周期関数である．

（4.9.46）の成分は周期関数か定数のどちら

かであるので（4.9.46）の逆行列も周期関数

となる． 

このことは，次のように考察できる．（4.9.36）

と（4.9.37）の積を（4.9.53）のように計算

する．このとき，（4.9.54）のように周期関数

である．逆行列を計算する際に（4.9.38）と

（4.9.54）から，（4.9.47）の成分は周期関数

となるものと著者は考える．ただし，（4.9.46）

の逆行列が存在する場合である． 

( )53.9.4)()()()()( LTtTtttt +×+=×= λκλκη  

( )54.9.4)()( LTtt +=ηη  

（4.9.50）の右辺は周期関数を積分すること

になる．周期関数からつくったはフーリエ級

数が，一様に収束するならば項別積分可能で

あ る ． 級 数 が 一 様 収 束 し な い 場 合 で も

（4.9.55）を満足する n に無関係な M が存在

すれば項別積分可能である．ただし，（4.9.55）

の左辺は級数の部分和の絶対値であり，区間

は積分区間である． 

このために（4.9.50）の左辺は周期関数であ

ると著者は考える． 

[ ]( ) ( )55.9.4,,)( LbatMtsn ∈<  
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（4.9.46）と（4.9.50）が周期関数であるこ

とから（4.9.54）を使うと（4.9.49）の右辺

は周期関数となる．（4.9.49）は（4.9.44）の

解である．このことから（4.9.43）の左辺は

（4.9.56）になる．（4.9.56）から（4.9.57）

になる．（4.9.57）から（4.9.44）の解は周期

解であるが，（4.9.57）は解の一意性まで記述

していない．ただし，平衡点で（4.9.57）は

成立するが，ここまでの議論では平衡点で著

者は論じていない．  

( )56.9.40)()()()( L=−+=−+ tTttTt gg qqqq  

( )57.9.4
)()(

)()(
L

⎩
⎨
⎧

=+

=+

tTt

tTt
gg qq

qq
 

（4.9.57）は（4.9.24）の非斉次方程式の解

である．（4.9.24）の非斉次方程式の周期係数

行列の各成分は連続で有界である．このため

に，（4.9.24）の非斉次方程式の右辺は大域的

に Lipschitz 条件を満足する．したがって，

（4.9.24）の微分方程式の解は[t0，∞）で一

意に存在する．ただし，t0 は初期条件の時刻

である． 

解が一意に存在する初期条件の時刻と初期

値が不明である． 

次に，この初期条件について考察する．線形

時変システム（4.9.24）では（4.9.27）と

（4.9.28）が成立することは既に仮定した．

この仮定の成立で強制項の内圧の周期関数

が 一 意 に 定 ま れ ば コ ン プ ラ イ ア ン ス

（2.2.1.1）に依存して，解となる血液量は一

意に定まる．このことから，初期値が（4.9.27）

の近傍にあるならば周期解に対応する閉曲

線に無限に長い時間にわたって近づいてい

くものと著者は考える．（4.9.27）と（4.9.28）

が 近 似 的 に 成 立 す る 場 合 で も 同 様 に ，

（4.9.27）の右辺の閉曲線に近づいていくも

のと著者は考える．心臓周期の時間に対応し

た上で，収縮期と弛緩期の区分を初期条件の

時刻で与える．このことで周期解であるので，

解は周期にしたがって同様の値を無限にと

ることになる． 

最後に解の安定性について考察する．ここま

で，周期解かつその周期解の一意性について

論じた．このことから，この周期解はリャプ

ーノフの意味で安定であり，かつ漸近安定で

あるものと著者は考える．初期値が（4.9.27）

の閉曲線の近傍に存在するならば（4.9.18）

のような関係が成立し，（4.9.19）のようにリ

ャプーノフの意味で安定である．また，同様

の初期値の条件でも（4.9.21）のような関係

が成立し，（4.9.23）のように漸近安定である． 

（4.9.24）の非斉次方程式の構造安定性に

ついて考察する．（4.9.24）の係数行列および

強制項の成分の関数および定数に摂動を与

える．4.9 で与える摂動の行列のすべての成

分は有界で連続な周期関数であり，心臓周期

の区間内で定義する．この摂動の周期は

（4.9.24）の周期と等しいものとする． 

（4.9.58）は（4.9.24）の非斉次方程式の

強制項に与える摂動とする．（4.9.58）をその

非斉次方程式に代入すると（4.9.59）になる． 

（4.9.59）の周期係数行列は有界で連続な関

数をすべての成分とする．このことは，

（4.9.59）の右辺が大域的に Lipschitz 条件を

満足する．このために初期条件に対して

（4.9.59）の解は一意性を保証される． 

( )58.9.4)(ε Ltu  

( ) ( )59.9.4)()()()(
d

)(d
εu

u Ltttt
t
t

uuDqB
q

+×+=  

（4.9.60）は（4.9.58）の成分である．（4.9.59）

では（4.9.27）から（4.9.61）が記述できる．

（4.9.62）を定めると（4.9.27）と（4.9.61）

から（4.9.63）が導出できる．（4.9.62）の左

辺は周期関数である．（4.9.63）の右辺は周期

関数となる．このことから，（4.9.63）の右辺

の第二項が摂動の内圧の関数で算出した項

である．（4.9.63）の第二項はコンプライアン

スの内圧（4.9.60）とそのコンプライアンス
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で計算できる．摂動（4.9.60）を十分に小さ

くすることで（4.9.63）の右辺の第二項を微

小にできる． 

( )60.9.4)(ε Ltp k  
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Ltqtq
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（4.9.58）の摂動を与えた影響を，（4.9.59）

の解で観察することになる．流れの抵抗の血

流量では（4.9.28）を使って（4.9.64）のよ

う に 摂 動 の 計 算 を す る ．（ 4.9.64 ） か ら

（4.9.65）が記述できる．（4.9.66）を定める

と（4.9.28）と（4.9.65）から（4.9.67）が導

出できる．（4.9.67）の第一項と第二項の分子

は周期関数である．（4.9.76）の右辺の第二項

が摂動の内圧の関数で算出した項である．そ

の流れの抵抗の添え字とその次の添え字の

（4.9.28）の内圧の摂動の差とその流れの抵

抗から（4.9.67）の右辺の第二項を算出する．

その流れの抵抗の添え字とその次の添え字

の（4.9.28）の内圧の摂動の差を十分に小さ

くすることで（4.9.67）の右辺の第二項を微

小にできる． 
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（4.9.59）の解について非斉次方程式の解と

して考察する．（4.9.44）と（4.9.59）を比較

すると（4.9.52）を（4.9.68）のように記述

できる．（4.9.68）を（4.9.50）に代入すると

（4.9.69）を導出できる．（4.9.70）のように

定めると（4.9.69）は（4.9.71）の右辺のよ

うに記述できる．（4.9.71）の右辺の第一項は

強制項の摂動がない場合の計算である．

（4.9.71）の右辺の第二項は強制項の摂動か

ら算出できる項である．（4.9.71）を（4.9.69）

に代入すると（4.9.72）になる．（4.9.72）を

成分表示すると（4.9.73）になる．（4.9.73）

の右辺は（4.9.74）のように記述できる．

（4.9.74）の右辺は強制項の摂動がない場合

とその摂動がある場合の項に分けることが

できる．（4.9.75）を定めると（4.9.74）は

（4.9.76）になる．摂動（4.9.58）を十分小

さくすることで（4.9.76）の右辺の第二項を

微小にできるものと著者は考える． 
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（4.9.63）と（4.9.67）では数学的モデルの

心 臓 - 血 管 系 の 回 路 要 素 に 対 す る 摂 動

（ 4.9.59 ） の 数 学 で の 計 算 を 考 察 し た ．

（4.9.76）では非斉次方程式の解として摂動
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（ 4.9.58 ） の 数 学 で の 計 算 を 考 察 し た ．

（4.9.63），（4.9.67）および（4.9.76）から強

制項のみの十分に小さい摂動ならば（4.9.59）

の解の変動は微小であるものと著者は考え

る． 

（4.9.24）の周期係数行列に与えた摂動は

(4.9.77)である．（4.9.24）の周期係数行列に

（4.9.77）を加えると（4.9.78）を記述でき

る．（4.9.78）の周期係数行列は有界で連続な

関数をすべての成分とする．このことは，

（4.9.78）の右辺が大域的に Lipschitz 条件を

満足する．このために初期条件に対して

（4.9.78）の解は一意性を保証される． 
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（4.9.79）は（4.9.77）の成分を記述するコ

ンプライアンスの関数である．（4.9.27）を使

うと（4.9.79）の摂動の計算は（4.9.80）で

出来る．（4.9.81）を定めると（4.9.80）から

（4.9.82）が導出できる．（4.9.82）の右辺の

第二項は（4.9.79）とそのコンプライアンス

の内圧で計算できる．摂動（4.9.79）を十分

に小さくすることで（4.9.82）の第二項を微

小にできる． 
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（4.9.83）は（4.9.77）の成分を記述する流

れの抵抗である．（4.9.28）を使うと（4.9.83）

の摂動の計算は（4.9.84）～（4.9.86）で出

来る．（4.9.84）と（4.9.85）には（4.9.87）

が記述してある．（4.9.87）の分母の第二項に

流れの抵抗に与えた摂動が記述してある．

（4.9.83）の摂動は（4.9.88）を満足する．

このとき，（4.9.89）が成立する．（4.9.83）

は（4.9.90）を満足する．（4.9.83）の摂動を

十分小さくすることで（4.9.87）の値を 1 に

近づけることができる．（4.9.86）には添え字

がｋ-1 の（4.9.83）を記述している．（4.9.88）

～（4.9.90）の計算は添え字がｋ-1 の場合も

同様である． 
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（4.9.78）を（4.9.91）とする．（4.9.92）を

定めると（4.9.91）から（4.9.93）を記述で

きる． （4.9.93）から（4.9.94）を記述する．

（4.9.95）は（4.9.94）の左辺の第 i 成分であ

る ． 十 分 小 さ な 任 意 の 正 数 ε に 対 し て

（4.9.96）が成立するように摂動をとる．こ

のとき，この摂動に対して（4.9.94）の右辺

は微小になるものと著者は考える． 
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（4.9.24）の強制項の係数に与える摂動は

（4.9.97）である．（4.9.97）を（4.9.24）の

強制項の係数に加えると（4.9.98）が記述で

きる．（4.9.99）は（4.9.97）の成分を記述す

る流れの抵抗である．（4.9.28）を使うと

（4.9.99）の摂動の計算は（4.9.100）と

（4.9.101）で出来る．（4.9.100）に（4.9.102）

が記述してある．（4.9.103）を満足するとき

（4.9.104）の計算が成立する．（4.9.102）は

（4.9.105）を満足する．（4.9.103）の摂動を

十分小さくすることで（4.9.102）の値を 1

に近づけることができる．（4.9.101）には添

え字 k-1 の（4.9.99）を記述している．

（4.9.102）～（4.9.105）の計算は添え字が

k-1 の場合も同様である． 
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（4.9.44）と（4.9.98）を比較すると（4.9.52）

を（4.9.106）に記述できる．（4.9.106）を

（4.9.50）に代入すると（4.9.107）を導出で

きる．（4.9.108）のように定めると（4.9.107）

から（4.9.109）の右辺のように記述できる．

（4.9.109）の第一項は強制項の定数係数行

列 の 摂 動 が な い 場 合 の 計 算 で あ る ．

（4.9.109）の第二項は強制項の定数係数行

列 の 摂 動 か ら 算 出 で き る 項 で あ る ．

（ 4.9.109 ） を （ 4.9.107 ） に 代 入 す る と

（4.9.110）になる．（4.9.110）の成分表示は

（4.9.111）になる．（4.9.111）は（4.9.112）

に 記 述 で き る ．（ 4.9.113 ） を 定 め る と

（4.9.112）は（4.9.114）に記述できる．

（4.9.97）の摂動を十分に小さく与えると

（4.9.114）の第二項は微小になるものと著

者は考える． 
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（4.9.77）と（4.9.97）の摂動を（4.9.24）

に与えた非斉次方程式（4.9.115）を考察す

る．（4.9.115）の係数の成分は図 2.1 のよう

な物理的モデルの回路要素のコンプライア

ンスと流れの抵抗に摂動を与えた場合であ

る． 

（4.9.115）の周期係数行列は有界で連続な

関数をすべての成分とする．このことは，

（4.9.115）の右辺が大域的に Lipschitz 条件

を満足する．このために初期条件に対して
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（4.9.115）の解は一意性を保証される． 
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（4.9.115）でコンプライアンス（4.9.27）に

摂動を与える場合は（4.9.79）～（4.9.82）

と同様である．（4.9.115）で流れの抵抗

（4.9.28）に摂動を与える場合はまだ考察し

ていないので，ここで論じる． 

（4.9.116）は流れの抵抗に与える摂動であ

る．（4.9.28）から（4.9.117）が記述できる．

（4.9.118）を（4.9.117）に記述してある．

（ 4.9.116 ） は （ 4.9.119 ） を 満 足 す る ．

（4.9.118）で（4.9.120）が計算できる．

（4.9.119）と（4.9.120）から（4.9.121）が

成立する．（4.9.116）の摂動を十分小さくす

ることで（4.9.118）の値を 1 に近づけるこ

とができる．（4.9.77）と（4.9.97）を独立し

て与えた場合に対して次のように異なる．

（4.9.115）では（4.9.85），（4.9.86），（4.9.100）

および（4.9.101）の計算はなく，（4.9.117）

の記述で計算できる．（4.9.78）や（4.9.98）

では流れの抵抗に摂動を与えると図 2.1 のよ

うな循環系のモデルにある流れの抵抗に摂

動（4.9.83）あるいは（4.9.99）を与えたこ

とにはならない． 
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（4.9.115）を（4.9.122）とする．（4.9.123）

を定めると（4.9.122）から（4.9.124）を記

述できる．（4.9.125）は（4.9.124）の左辺の

第 i 成分である．十分小さな任意の正数εに

対して（4.9.126）が成立するように摂動を

とる．このとき，この摂動に対して（4.9.124）

の右辺は微小になるものと著者は考える． 
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t
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（4.9.58）と（4.9.97）の摂動を（4.9.24）

に与えた非斉次方程式（4.9.127）を考察す

る．（4.9.127）の周期係数行列は有界で連続

な関数をすべての成分とする．このことは，

（4.9.127）の右辺が大域的に Lipschitz 条件

を満足する．このために初期条件に対して

（4.9.127）の解は一意性を保証される． 

( ) ( ) ( )127.9.4)()(

)()(
d

)(d

εε

η
η

Ltt

tt
t
t

uuDD

qB
q

+×++
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（4.9.28）を使うと（4.9.60）および（4.9.99）

の摂動の計算は（4.9.128）および（4.9.129）

で出来る．（4.9.102）は（4.9.128）に記述し

てある．（4.9.105）が成立することは既に

（4.9.98）の非斉次方程式の考察で論じた．

このことから，（4.9.98）の場合と同様に

（4.9.102）を 1 に近づけることができる．

（4.9.130）の分子の第二項の（4.9.58）を十

分小さくすることで，（4.9.130）の摂動によ

る 変 動 は 微 小 に す る こ と が で き る ．

（4.9.129）には添え字 k-1 の（4.9.99）を記

述している．（4.9.128）の計算は添え字が k-1

の場合も同様である． 
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kk
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( )129.9.4
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kk
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（4.9.44）と（4.9.127）を比較すると（4.9.52）

を（4.9.131）に記述できる．（4.9.131）を

（4.9.50）に代入すると（4.9.132）を導出で

きる．（4.9.133）のように定めると（4.9.132）

から（4.9.134）の右辺のように記述できる．

（4.9.134）の第一項は強制項（4.9.60）とそ

の定数係数行列（4.9.99）の摂動がない場合

の計算である．（4.9.134）の第二項は強制項

とその定数係数行列の摂動から算出できる

項である．（4.9.134）を（4.9.132）に代入す

ると（4.9.135）になる．（4.9.135）の成分表

示は（4.9.136）になる．（4.9.136）は（4.9.137）

に 記 述 で き る ．（ 4.9.138 ） を 定 め る と

（4.9.137）は（4.9.139）に記述できる．

（4.9.58）および（4.9.97）の摂動を十分に

小さく与えると（4.9.139）の第二項は微小

になるものと著者は考える． 

( ) ( ) ( )131.9.4)()()( εε Lttt uuDDv +×+=  

( )( ) ( )132.9.4)()()(

)(

εε
1

η

L∫ ++Φ

×Φ=
− ττ dtt

t

uuDD

q

( ) ( )133.9.4)()()()( εεεε
1

ηε

L∫ ++Φ

=
− ττ dttt uDuDDu

c

( )( )
( )134.9.4

)()()(

ηε

ε
1

Lcc

uuDD

+=

++Φ∫ − ττ ε dtt
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( )4.9.138)()()(
n

1
ηεηε L∑

=

=
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j
i
ji tcttq ϕ  

( )4.9.139)()()( ηεη Ltqtqtq iii +=  

（4.9.58）と（4.9.77）の摂動を（4.9.24）

に 与 え た 非 斉 次 方 程 式 を 考 察 す る ．

（4.9.140）の周期係数行列は有界で連続な

関数をすべての成分とする．このことは，

（4.9.140）の右辺が大域的に Lipschitz 条件

を満足する．このために初期条件に対して

（4.9.140）の解は一意性を保証される． 
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コンプライアンスに与える摂動（4.9.79）と

強制項の内圧に与える摂動（4.9.60）を

（4.9.27）に使って（4.9.141）を記述できる．

（ 4.9.142 ） を 定 め る と （ 4.9.141 ） か ら

（ 4.9.143 ） を 記 述 で き る ． 十 分 小 さ な

（4.9.60）と（4.9.79）を与えると（4.9.143）

の第二項は微小になる． 
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強制項の内圧に与える摂動（4.9.60）と流れ

の抵抗に与える摂動（4.9.83）を（4.9.28）

に使って（4.9.145）と（4.9.146）を記述で

きる．（4.9.87）が（4.9.145）に記述してあ

る．（4.9.87）は（4.9.90）を満足する．（4.9.83）

を十分小さく与えるならば（4.9.87）を 1 に

近 づ け る こ と が で き る ．（ 4.9.147 ） が

（4.9.145）に記述してある．（4.9.147）の分

子 の 第 二 項 を 十 分 小 さ く 与 え る な ら ば

（4.9.147）の摂動による変動を微小にする

ことができる．したがって，（4.9.60）と
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（ 4.9.83 ） を 十 分 小 さ く 与 え る な ら ば

（4.9.145）の摂動を微小にできる．（4.9.146）

には添え字 k-1 の（4.9.83）を記述している．

（4.9.145）の計算は添え字が k-1 の場合も

同様である． 
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（4.9.140）を（4.9.148）とする．（4.9.149）

を定めると（4.9.148）から（4.9.150）を記

述できる．（4.9.151）は（4.9.150）の左辺の

第 i 成分である．十分小さな任意の正数εに

対して（4.9.152）が成立するように摂動を

とる．このとき，この摂動に対して（4.9.150）

の右辺は微小になるものと著者は考える． 
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（4.9.58），（4.9.77）および（4.9.97）の摂

動 を （ 4.9.24 ） に 与 え た 非 斉 次 方 程 式

（4.9.153）を考察する．（4.9.153）の周期係

数行列は有界で連続な関数をすべての成分

とする．このことは，（4.9.153）の右辺が大

域的に Lipschitz 条件を満足する．このため

に初期条件に対して（4.9.153）の解は一意

性を保証される． 
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強制項の内圧に与える摂動（4.9.60）と図 2.1

のような物理的モデルの流れの抵抗に与え

る摂動（4.9.116）を使って（4.9154）を記

述する．（4.9.154）は（4.9.28）の計算であ

る．（4.9.154）から（4.9.155）が記述できる．

（ 4.9.155 ） の 右 辺 の 第 一 項 と 第 二 項 を

（ 4.9.156 ） の 右 辺 の よ う に 書 き 直 す ．

（4.9.156）の第一項と第二項には（4.9.118）

が記述してある．（4.9.118）は（4.9.121）を

満足する．（4.9.116）を十分小さく与えると

（4.9.118）は 1 に近づけることができる．

（4.9.156）の第二項には（4.9.157）が記述

してある．（4.9.157）の分子には強制項の成

分の摂動の差が記述してある．この強制項の

添え字kとk+1の内圧の差を十分小さく与え

るならば（4.9.157）の値を微小にする．

（4.9.118）と（4.9.157）から（4.9.157）の

分子と（4.9.116）を十分小さく与えること

ができならば（4.9.156）の第二項を微小に

できる． 
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（4.9.154）の左辺を（4.9.158）のように仮

定する．（4.9.158）から（4.9.159）が記述で

きる．（4.9.159）から（4.9.160）が導出でき
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る．（4.9.160）が成立すると（4.9.158）が成

立する．（4.9.160）の左辺は強制項の内圧の

摂動（4.9.60）の差と流れの抵抗の摂動

（4.9.116）の比が，強制項の内圧の差と流

れの抵抗の比に等しい場合である． 
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（4.9.153）を（4.9.161）とする．（4.9.162）

を定めると（4.9.161）から（4.9.163）を記

述できる．（4.9.164）は（4.9.163）の左辺の

第 i 成分である．十分小さな任意の正数εに

対して（4.9.165）が成立するように摂動を

とる．このとき，この摂動に対して（4.9.163）

の右辺は微小になるものと著者は考える． 
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線形時変システム（4.9.24）に添え字を付

けて（4.9.166）に記述する．（4.9.166）の出

力の左辺には添え字を付けていない．ただし，

本論文で記述の対象となるシステムはヒト

である．さらに，システムを記述する環境は

日本の一般的な環境としている． 
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（4.9.166）を使って，目標となる出力を得

る線形時変システムを記述することを著者

は考える．4.10.2 ではこの（4.9.166）を応

用して図 2.1 のような物理的システムと対応

を与えることを考察する．具体的なアルゴリ

ズムは次のⅠ～Ⅲのようになる． 

I. （4.9.166）の非斉次方程式の係数行列あ

るいは強制項に十分小さな摂動を与えた

（4.9.167）のある時刻の定常解の値を次

のⅡの計算の初期値にする．Ⅰの行列の

添え字 i に 1 を加算する． 
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II. Ⅰの非斉次方程式の係数行列あるいは

強制項に十分小さな摂動を与える．この

新しい非斉次方程式（4.9.168）の添え字

i はⅠの非斉次方程式の添え字に 1 を加算

したものである．この新しい非斉次方程

式で，Ⅰの計算で得た初期値を使って定

常解を計算する．ある時刻のこの新しい

定常解の値を次の計算の初期値にする． 
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III.このⅠ～Ⅱの計算を繰り返し（4.9.166）

の係数行列と強制項を替えて，目標とな

る出力を得る線形時変システムを求める． 

上述のアルゴリズムⅠ～Ⅲを使って計算

を す る た め に 次 の よ う な 準 備 を す る ．

（4.9.166）の非斉次方程式の右辺の仮定と

その解のパラメータに対する連続性と微分

可能性について考察する．（4.9.166）は係数

行列のコンプライアンスと流れの抵抗，およ

び強制項の内圧をパラメータとする．これら

のパラメータの値と初期条件を替えて目標
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となる出力を与えるシステムを，Ⅰ～Ⅲの計

算で記述できるものと著者は考える． Ⅰ～

Ⅲでは（4.9.166）の非斉次方程式の右辺の

パラメータの値を替える際に係数行列と強

制項の成分を他の周期関数や定数に替える．

この成分を替える際には，各成分に心臓周期

で定義した連続な周期関数を十分小さな摂

動 と し て 与 え る ． こ の 摂 動 の 与 え 方 は

（4.9.166）の非斉次方程式の右辺に，連続

であることと大域的に Lipschitz 条件（4.9.3）

を満足する．さらに，その定常解は初期条件，

時間 t およびパラメータの関数となる．この

出力の時間の関数として連続で微分可能で

ありながら各定常解が繫がる．このことから，

これらの定常解の関数はパラメータに関し

て連続性があり，微分可能性をもつものと著

者は考える．ただし，この連続性と微分可能

性を証明するには非斉次方程式（4.9.166）

の右辺の偏導関数を仮定することになる．以

下では，この定常解のパラメータに関する連

続性と微分可能性につていて考察する． 

（4.9.166）の非斉次方程式のパラメータ

に関する解の連続性を考察した後に微分可

能性を考察する．（4.9.166）の非斉次方程式

を（4.9.169）のように記述する． 

( ) ( )169.9.4,1,,
),,,,,,()( 11
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ni
qqtftq mnii

=
= μμ

 

（4.9.169）の右辺は(t,q1,…,qn,μ1,…,μｍ)-空

間Ｒ0 のある開集合 Γ で定義しており連続で

あるとする．また，変数 q1，…，qｎに関する

偏導関数（4.9.170）も Γ で連続であるとす

る． 

( )170.9.4,,,1, LL ni,j
q
f

j

i =
∂
∂

 

（4.9.171）および（4.9.172）を使って

（ 4.9.169 ） を ベ ク ト ル で 記 述 す る と

（4.9.173）のようになる． 

( )171.9.4),,( 1 LL nqq=q  

( )172.9.4),,( 1 LL nμμ=μ  

( )173.9.4),,( L& μqfq t=  

（4.9.166）非斉次方程式のパラメータに

関する解の連続性を考察する．空間Ｒ0 の点

を（4.9.174）で記述する．集合 Γ に属する

――初期値ｔ0，q0 を固定した――点（t0,q0,

μ）のμ全体の集合をＭとする．Ｍは(μ1,…,

μｍ)-空間の開集合である．初期値ｔ0，q0 を

もつ（4.9.173）の延長不能な解を（4.9.175）

とする．M の各点μに（4.9.175）を対応さ

せる．このときの（4.9.175）の定義区間を

（4.9.176）とする．関数（4.9.175）が定義

される対（4.9.177）全体の集合 W は(t,μ1,

… ,μ ｍ )-空間の開集合である．そして，

（4.9.175）は集合 W 上で対（4.9.177）の連

続関数である． 

( ) ( )174.9.4,,, Lμqt  

( ) ( )175.9.4,, Lμφ t  

( )176.9.4)()( 21 Lμμ mtm <<  

( ) ( )177.9.4,, Lμt  

次に（4.9.169）の解のパラメータに関す

る微分可能性について考察する．初期値ｔ0，

q0 を固定したときの（4.9.173）の延長不能

な解を（4.9.178）とする．（4.9.178）を(t,

μ1,…,μｍ)-空間の開集合 W で定義する．

（4.9.178）はその変数全体で――W で――

連続である． 

( )178.9.4)),(,),,((
),(

1 LL μμ
μψ

tt
t

nψψ=
 

（4.9.169）の右辺の Γ で変数μ1，…，μｌ

の連続な偏導関数が存在するならば，偏導関

数（4.9.179）は W 全体で存在する．また，

（4.9.179）は W 全体で連続である．そして，

偏導関数（4.9.180）も W 全体で存在する．

かつ，（4.9.180）は連続であり，かつ偏微分

の順序を変えたものに等しい． 

( )179.9.4,,,1,,1,
),(

LLL mn,ji
t

j

i ==
∂

∂

μ

ψ μ
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( )180.9.4,,,1,,1,
),(2

LLL mn,ji
t

t

j

i ==
∂∂

∂

μ

ψ μ
 

4.10 増幅回路についての考察 

4.10 では（2.2.4.28）～（2.2.4.45）あるい

は（a.3.1）～（a.3.52）で強制項として解釈

した内圧の関数について考える．ここでは，

その強制項と対応する物理的モデルを与え

る試みをする．著者の新しい提案として,電子

回路論での電圧制御電圧源との対応を,この

物理的モデルに与える．このモデルを図 2.1

のモデルに接続することで，（2.2.4.28）～

（2.2.4.45）を導出できるようになる．さら

に,図2.1を発展させた循環系の回路モデルか

ら数学的処理で（a.3.1）～（a.3.52）を導出

することを試みる． 

4.10.1 ボルテージホロワと心臓-血管系 

電子回路のボルテージホロワと呼ばれ

ている演算増幅器に対応関係をもつ心臓-

血管系の物理的モデルについて考察する．

4.10.1の回路モデルは4.10.2で使うことに

なる． 

4.10.1 で，電子回路論の理想的な演算増

幅器から本論文で使う電子回路の演算増

幅器を著者が定めることにする．その定め

た演算増幅器と対応関係をもつ心臓-血管

系の新しいモデルについて考える． 

図4.10.1.1は増幅回路の接続を説明して

いる図である．図 4.10.1.1 では入力側に信

号源を接続して，出力側に負荷を接続して

いる．信号源には，電圧源と内部抵抗があ

るものとする．図 4.10.1.1 を使って入力イ

ンピーダンス・出力インピーダンス・電圧

利得・電流利得・電力利得について論じる．

ここで利得と呼んでいるものは，一般には

増幅度とも呼ばれていることがある．  

増幅器vi

i i i o

vo

信
号
源

負
荷

 

入力インピーダンスは（4.10.1.1）で論

じる．図 4.10.1.1 の入力側からみたインピ

ーダンスである． 

出力インピーダンスは（4.10.1.2）で論じ

る．図 4.10.1.1 の出力側からみたインピー

ダンスである．ただし，入力側の信号源の

――ｖi でない――電圧源は 0 となり，出

力側の負荷の代わりに電源ｖo を接続した

もので，計算するものである． 

電圧利得は（4.10.1.3）で論じる．図 4.10.1.1

の入力側の電圧と出力側の電圧の比であ

る． 

電流利得は（4.10.1.4）で論じる．図 4.10.1.1

の入力側の電流と出力側の電流の比であ

る． 

電力利得は（4.10.1.5）で論じる．図 4.10.1.1

の入力側の電力と出力側の電力の比であ

る． 

( )1.1.10.4
i

i
in L

i
v

Z =  

( )2.1.10.4
o

o
o L

i
v

Z
−

=  

( )3.1.10.4
i

o
v L

v
v

A =  

( )4.1.10.4
i

o
i L

i
i

A =  

( )5.1.10.4iv
ii

oo LAA
iv
iv

Ap ×=
×
×

=  

演算増幅器の記号は図4.10.1.2で示すも

のがある．図 4.10.1.2 では極性を入力端子

の符号で表現している．a の端子は逆相入

力端子であり，b の端子は正相入力端子で

ある．入力電圧と出力電圧の位相の関係は

次のように電子回路論で論じられている．

図4.10.1.1 増幅回路の接続 
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入力端子 a とアース間に信号電圧を与える

と出力端子 c とアース間に入力電圧と逆相

の出力電圧が生じる．入力端子 b とアース

間に信号電圧を与えると出力端子 c とアー

ス間に入力電圧と同相の出力電圧が生じ

る． 

入力
出力

a

b
c

 

図 4.10.1.2 演算増幅器の記号 

図 4.10.1.3 の演算増幅器の等価回路は演算

増幅器の内部を表現している．ここで，演

算増幅器は電圧利得 A・入力インピーダン

ス Zi・出力インピーダンス Zo の増幅器であ

る．  

 
電子回路論で理想的な演算増幅器と呼ぶ

場合は，A→∞・Zi→∞・Zo＝0 と仮定した

ものである．理想的な演算増幅器にボルテ

ージホロワと呼ばれるオペレーショナル

アンプがある．図 4.10.1.4 はボルテージホ

ロワの等価回路である．ボルテージホロワ

を 前 提 と し て 理 想 的 な 演 算 増 幅 器 の

（4.10.1.1）～（4.10.1.5）について計算を

してみる．  

理想的な演算増幅器について，図 4.10.1.1

で増幅回路の動作量を考察する．この考察

の中では図 4.10.1.4 を使ってボルテージホ

ロワの計算をする． 

入力インピーダンスは（4.10.1.6）である．

（4.10.1.6）は（4.10.1.7）が前提になって

いる．図 4.10.1.4 でも入力インピーダンス

は∞にしてある．ただし,逆相入力端子と出

力端子間の電圧は零である．正相入力端子

の電圧は（4.10.1.9）と仮定する．図 4.10.1.4

では，ボルテージホロワの v1 の入力端子と

逆 相 入 力 端 子 と は 開 放 さ れ て お り ，

（4.10.1.8）の電圧は出力端子の電圧には

無関係となる． 

( )6.1.10.4limlim
i

i

0in0 ii

L∞==
→→ i
v

Z
ii

 

( )7.1.10.40i L≠v  

( )8.1.10.41Lv  

( )9.1.10.402 L≠v  

理想的な演算増幅器の出力インピーダン

スは（4.10.1.10）である．（4.10.1.10）は

（4.10.1.11）が前提になっている．しかし,

図 4.10.1.4 では正相入力端子の電圧と出力

端子の電圧は（4.10.1.12）となる．入力イ

ン ピ ー ダ ン ス を ∞ に す る こ と で

（4.10.1.13）となる．理想的な演算増幅器

の条件と（4.10.1.12）～（4.10.1.13）を使

うと（4.10.1.14）になる．（4.10.1.14）で

は図 4.10.1.4 のオペレーショナルアンプ内

部の増幅度に依存する電圧と演算増幅器

図 4.10.1.4 ボルテージホロワの等価回路 

Zi →∞v1

vo=v2

v2

A×(Zi×ii )
ii=0

A→∞

図 4.10.1.3 演算増幅器の等価回路 

Z0Ziv1

vo

v2

A×(Zi×ii )
ii
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の出力端子の電圧が等しいことになる．こ

の（4.10.1.14）から図 4.10.1.4 では出力端

子と演算増幅器内部の間に電流が生じな

いことが分かる．このことは後で,電流利得

を使った計算でも算出できる．（4.10.1.14）

の計算を算出するには図 4.10.1.4 のオペレ

ーショナルアンプに依存する電圧の計算

を使用した．このオペアンプの等価回路に

ついては文献 10 を参考にして著者は計算

した．一部の電子回路の専門書では異なる

回路を掲載しているものがある．正相入力

端子の電圧が零の場合は出力端子の電圧

は零であることは（4.10.1.12）から明らか

である． 

( )10.1.10.40limlim
o

o
0

oo

L=
−

=
∞→∞→ i
v

Z
ii

 

( )11.1.10.40o L≠v  

( )12.1.10.42o Lvv =  

( )13.1.10.40i L=i  

( )14.1.10.4lim oii LviZA
iZ
A

=××
∞→
∞→

 

電圧利得は（4.10.1.15）である．ここで

（4.10.1.7）と（4.10.1.11）が前提になっ

ている．ボルテージホロワ図 4.10.1.4 の場

合は電圧利得が１となる．この計算は

（4.10.1.12）から（4.10.1.16）になる． 

( )15.1.10.4
i

o
v L

v
v

A =  

( )16.1.10.41
o

2 L=
v
v

 

電流利得は（410.1.17）である．（4.10.1.18）

を前提とする．一般的なボルテージホロワ

の近似計算では電流利得が有限値である．

このことから，電流利得は有限値として計

算した．（4.10.1.19）では図 4.10.1.1 の負

荷側と増幅器の内部との間に生じる電流

は零となる．このことは（4.10.1.14）の計

算とも整合性のある結果であると著者は

考える． 

( )17.1.10.4
i

o
i L

i
i

A =  

( )18.1.10.4
i

o
i L∞≠=
i
i

A  

( )19.1.10.40limlim ii0o0 ii

L=×=
→→

iAi
ii

 

電力利得は（4.10.1.20）である．ボルテー

ジホロワの場合の電圧利得は（4.10.1.21）

である．（4.10.1.19）を考慮して電力利得

を計算すると（4.10.1.20）は（4.10.1.22）

のようになる． 

( )20.1.10.4iv
ii

oo LAA
iv
iv

Ap ×=
×
×

=  

( )21.1.10.41
i

o
v L==

v
v

A  

( )22.1.10.41 ii
ii

oo LAA
iv
iv

Ap =×=
×
×

=  

図4.10.1.5は演算増幅器にパルスを入力

したときの出力電圧の波形である．この出

力電圧の最大変化速度をスルーレートと

呼ぶ．スルーレートは（4.10.1.23）で記述

できる．本論文での理想的な演算増幅器の

スルーレートは（4.10.1.24）とする． 

( )23.1.10.4s
VSR L⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

Δ
Δ

= μt
V

 

( )24.1.10.4limSRlim
00

L∞=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ t

V
tt

 

SR は正弦波出力にも影響を及ぼすことが

電子回路論で論じられている．角周波数ω

の正弦波の無ひずみ最大出力Ｖ max は

（4.10.1.25）である． 

( )25.1.10.4SR
max L

ω
≤V  

本論文での理想的な演算増幅器のＶmax は

（ 4.10.1.26 ） と 仮 定 す る ． た だ し ,

（4.10.1.26）のように∞に定義しなくても

よい場合も著者は考える．生体の内圧はひ

ずみ波と考えることができる場合は,周波

数が大きくなるほどフーリエ係数が小さ
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くなることが考えられる．この係数の大き

さから（4.10.1.26）の右辺のように∞で定

義する必要はないことも著者は考える．こ

の（4.10.1.26）は本論文での仮定である． 

( )26.1.10.4SRlimlim max L∞≡≤
∞→∞→ ωωω

V  

本論文の理想的な演算増幅器では，入力

電圧を与えない状態では出力電圧は零で

ある． 4.10.1 の本論文での理想的なボル

テージホロワの特性についての考察をこ

こで終了する．  

 

電子回路論で挙げられているボルテー

ジホロワの記号は図 4.10.1.6 となる．入力

端子は正相入力端子 vi である．逆相入力端

子は出力端子に接続してある．出力端子 vo

には正相入力端子の電圧が生じるものと

する． 

vi
vo

 

 

ここで本論文で論じた理想的なボルテー

ジホロワと対応関係を与える心臓-血管系

の演算増幅器の記号を図 4.10.1.7 のように

する．本論文では図 4.10.1.7 の演算増幅器

をプレッシャホロワと呼ぶことにする． 

 

図 4.10.1.7 の p は内圧である．この内圧

は，0 mmHg に対する圧力である．入力側

の端子は左側の正相入力端子である．出力

側の端子は右側の出力端子である．この演

算増幅器は入力した内圧を出力する．図

4.10.1.8 に時変型のコンプライアンスを接

続したものを載せてある．図 4.10.1.8 のよ

うに接続するとプレッシャホロワの入力

となる内圧をコンプライアンスの内圧に

できる．この際に，接続したコンプライア

ンスからプレッシャホロワには血液は流

れない．また，プレッシャホロワに内圧を

入力しても，正相入力端子からプレッシャ

ホロワの内部回路へ血液は流れない．さら

に，プレッシャホロワの正相入力端子に内

圧を与えてもプレッシャホロワの出力端

子からコンプライアンスへ血液は流れな

い．  

本論文では，図 2.4 での対応関係から表

4.10.1.1 の対応関係と名前を各利得に与え

る．（4.10.1.27）～（4.10.1.30）は表 4.10.1.1

の対応関係を与える際に使うプレッシャ

ホロワの特性である． 

電子回路のホルテージホロワの特性を上

述で定めたときのように（4.10.1.30）は本

図 4.10.1.8 プレッシャホロワと 

コンプライアンスの接続 

p
p

i
o c (t )

⊿t 

⊿V

t 

出
力
電
圧

図 4.10.1.5 演算増幅器のパルス出力 

図 4.10.1.7 心臓-血管系の 

プレッシャホロワの記号 

p
p

i
o

図 4.10.1.6 ボルテージホロワの記号
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論文の仮定である．  

( )27.1.10.4s
mmHgSR p L⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

Δ
Δ

= μt
P

 

( )28.1.10.4limSRlim
0p0

L∞=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ t

p
tt

 

( )29.1.10.4
SR p

max L
ω

≤P  

( )30.1.10.4
SR

limlim p
max L∞≡≤

∞→∞→ ωωω
P  

表 4.10.1.1 ボルテージホロワと 

プレッシャホロワの対応表 

入力インピーダンス ⇔ 入力インピーダンス 

出力インピーダンス ⇔ 出力インピーダンス 

電圧利得 ⇔ 内圧利得 

電流利得 ⇔ 血流利得 

電力利得 ⇔ 工率利得 

スルーレート ⇔ スルーレート 

（4.10.1.26） ⇔ （4.10.1.30） 

図 2.4 の対応関係を使うと電力に対応す

る計算を得る．本論文では，この電力に対

応する計算を工率と呼ぶことにする．ここ

で考察する工率は瞬時電力に対応する．プ

レッシャホロワの工率利得は（4.10.1.22）

から血流利得と等しいことがわかる．ただ

し，血流利得は有限値として扱っている．

そして，（4.10.1.19）が成立する．プレッ

シ ャ ホ ロ ワ の 工 率 は （ 4.10.1.31 ） ～

（4.10.1.34）が成立し，これらの式は理論

上では等価である． 

( )31.1.10.4)()( o2d Ltptip ×=  

( )32.1.10.4)()( i2d Ltptip ×=  

( )33.1.10.4)()( i1id LtptiAp ××=  

( )34.1.10.4)()( o1id LtptiAp ××=  

（4.10.1.31）～（4.10.1.34）の極限を計算

すると（4.10.1.35）～（4.10.1.38）が成立

する．プレッシャホロワを接続したときに，

出力側の血流量が極限値では零になる．こ

のことが後ほど提案する物理的モデルか

ら数学的モデル（2.2.4.28）～（2.2.4.45）

を導出する際に重要な条件となる． 

( ) ( )35.1.10.40)()(limlim o20d0 22

L=×=
→→

tptip
ii

 

( ) ( )36.1.10.40)()(limlim i20d0 22

L=×=
→→

tptip
ii

 

( ) ( )37.1.10.40)()(lim

lim

i1i0

d0

1

1

L=××

=

→

→

tptiA

p

i

i
 

( ) ( )38.1.10.40)()(lim

lim

o1i0

d0

1

1

L=××

=

→

→

tptiA

p

i

i
 

上述では図 2.4 の対応関係で工率を計算

した．工率は（4.10.1.39）で計算できる．

（4.10.1.39）の右辺は仕事の時間に対する

変化率である．（4.10.1.40）は仕事の力学

的計算である．（4.10.1.40）の右辺の力は

（4.10.1.41）の左辺で与えることにする．

（4.10.1.41）の右辺は内圧と，その内圧を

定義する断面積である．（4.10.1.41）の右

辺を（4.10.1.40）に代入すると（4.10.1.42）

になる．血液量は（4.10.1.43）で計算でき

るものとする．（4.10.1.43）は容積の断面

積 S と長さ x である．長さは断面積とは垂

直関係にあるものとする．（4.10.1.43）か

ら（4.10.1.44）が成立するものとする．

（4.10.1.44）を（4.10.1.42）に代入すると

（ 4.10.1.45 ） に な る ．（ 2.2.2.2 ） と

（4.10.1.45）から（4.10.1.46）が導出でき

る ．（ 4.10.1.39 ） と （ 4.10.1.46 ） か ら

（4.10.1.47）が記述できる．（4.10.1.39）

と（4.10.1.47）から（4.10.1.48）が記述で

きる． 

( )39.1.10.4
d
d

d L
t
wp =  

( )40.1.10.4dd Lxfw ×=  

( )41.1.10.4LSpf ×=  

( )42.1.10.4dd LxSpw ××=  

( )43.1.10.4LxSq ×=  
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( )44.1.10.4dd LxSq ×=  

( )45.1.10.4dd Lqpw ×=  

( )46.1.10.4dd Ltipw ××=  

( )47.1.10.4
d
d

Lip
t
w

×=  

( )48.1.10.4d Lipp ×=  

4.10.2 電圧制御電圧源とコンプライアンス 

4.10.2 では電圧制御電圧源に対応する

循環系の回路モデルについて考察する．こ

の電圧制御電圧源 11）を循環系の回路モデ

ル図 2.1 に導入することで，（2.2.4.28）～

（2.2.4.45）が導出できるようになる．さ

らに，図 2.1 を発展させた物理的モデル―

―図 4.10.2.4―-に接続することで（a.3.1）

～（a.3.52）を導出できるようになる．

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）あるいは（a.3.1）

～（a.3.52）の強制項あるいは自由項を，

電圧制御電圧源と対応するその循環系の

モデルで説明できるようになる． 

 

図4.10.2.1は電圧制御電圧源の記号であ

る．図 4.10.2.1 の電源は 1-1′端子に与え

た電圧で 2-2′端子の出力を制御する．

1-1′端子入力側に電流が生じないで，入

力インピーダンスは∞である． 

図4.10.2.1の電圧制御電圧源に対応する

循環系の回路モデルとして，図 4.10.1.8 の

モデルを著者は提案する．図 2.4 では，図

4.10.1.8 の入力側のインピーダンスは∞で

入力側に血液が流れないことも図 4.10.2.1

の電圧源と同じである．また，図 4.10.1.8

の出力側の内圧を入力側の内圧で制御で

きることも図 4.10.2.1 の電圧制御電圧源と

同じである． 

図 4.10.1.8 の回路は線形回路となる．図

4.10.1.8 の正相入力端子の電圧が出力端子

に接続しているコンプライアンスの内圧

となる．このために，図 4.10.1.8 では，

（2.2.1.1）の左辺のコンプライアンスの関

数と右辺の内圧の関数を表示することが

できる．（2.2.1.1）の関係から（2.2.1.1）の

二つの関数が決定すれば（2.2.1.1）の残り

の一つの関数は決定することは明らかで

ある．図 4.10.1.8 ではコンプライアンスと

内圧が決定していることから（2.2.1.1）の

血液量が決定することになる．このために，

（4.8.1）～（4.8.6）の線形素子として計算

した場合の数学的記述を満足する．しかし，

図 4.10.1.8 では回路となっているので，線

形回路として（4.8.1）～（4.8.6）の計算を

満足する． 

図 4.10.2.2 では図 4.10.1.8 を線形システム

と し て 考 察 し た 場 合 の 図 で あ る ． 図

4.10.2.2 では内圧を入力して，出力である

血液量を得ている．コンプライアンスに内

圧を入力する回路として図 4.10.1.7 のプレ

ッシャホロワを使用している．出力の血液

量は（2.2.1.1）の右辺の血液量である． 

（2.2.4.24）～（2.2.4.27）を物理的モデ

ルでどのように表現するかを考察する．

（2.2.4.24）～（2.2.4.27）は（2.2.4.22）

と（2.2.4.23）を使って導出している．

（2.2.4.22）と（2.2.4.23）を保証するため

には図 2.1 の心室のコンプライアンスに

（2.2.4.22）と（2.2.4.23）の左辺の内圧を

与える必要がある．図 2.1 ではコンプライ

アンスの関数は決定しているが内圧と血

図 4.10.2.1 電圧制御電圧源の記号 

＋

－

→
Avv

↑

｜

1

1

2

2′′

1 1

出力とみなす

血液量

q = L{p} =c×p

入力とみなす

圧力

p

システムの特性

とみなす

コンプライアンス

c

システム L

出力 L{p}入力 p

図 4.10.2.2 コンプライアンスをもつシステム 
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液量は決定していない．図 2.1 の心室の特

定の内圧を決定するために，図 4.10.1.8 の

ようにプレッシャホロワをその心室のコ

ンプライアンスに接続する．このことで，

図 2.1 の心室部には特定のコンプライアン

スの関数と特定の内圧の関数を与えるこ

とができる．（2.2.4.22）と（2.2.4.23）が

成立することを物理的モデルの記号で表

示できる．図 4.10.2.3 は実際に図 2.1 の心

室部のコンプライアンスにプレッシャホ

ロワを接続したものである． 

図4.10.2.3の心室部には4.10.1で考察した

電圧制御電圧源に対応する回路が接続し

てある．図 4.10.2.3 を考察すると心室の内

圧が電子回路の電源の電圧に対応するこ

とになる．図 2.1 と図 4.10.2.3 の回路モデ

ルから導出した微分方程式系の数値解析

の結果は大きく異なるものであった．図

2.1 から導出したものは（2.2.4.2）～

（2.2.4.19）であり，行列で記述すると

（ 2.2.4.20 ） の 斉 次 方 程 式 に な る ． 図

4.10.2.3 から導出した微分方程式系は

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）であり，行列で

記述すると（4.9.5）の非斉次方程式になる．

図 2.1 の場合と比較して図 4.10.2.3 の数値

解析の左心室の結果では測定値と一致す

る値の個数が著しく増加し，波形も測定値

の も の に 著 し く 近 づ い た ． し か し ，

（2.2.4.28）～（2.2.4.45）の内圧の関数を

記述する項の選択方法を図 4.10.2.3 には表

示していない． 

 

図4.10.2.4の循環系の回路モデルについ

て考察する．図 4.10.2.3 のコンプライアン

スと流れの抵抗の個数をｎ個に拡張する．

ｎ 個 の す べ て の コ ン プ ラ イ ア ン ス を

（2.2.1.1）に替える．その各コンプライア

ンスに図 4.10.1.7 のプレッシャホロワを図

4.10.1.8 のように接続する．この操作で図

4.10.2.4 を得る．ただし，各プレッシャホ

ロワの正相入力端子の入力となる内圧の

関 係 は 現 在 未 解 決 の 課 題 で あ る ． 図

4.10.2.4 から付録３の（a.3.1）～（a.3.52）

を導出できる．これらの微分方程式の導出

方法は（2.2.4.28）～（2.2.4.45）と同様で

ある．しかし，各微分方程式に内圧の関数

を記述する項の選択方法までは図 4.10.2.4

では明示していない．図 4.10.2.4 から

（a.3.1）～（a.3.52）以外の微分方程式系

を導出することも可能である．（4.9.27）と

（4.9.28）が成立していることを前提にし

て，等価と成る微分方程式系を幾つか考え

ることができる．これらの微分方程式系の

異なる部分は自由項あるいは強制項と呼

ばれる項である． 
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5

c (t)
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c
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c
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c
4
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g (t)
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r
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r
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r
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r
3

r
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r
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9

c
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c
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r
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r
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p (t)
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図 4.10.2.3 プレッシャホロワを接続 

した図 2.1 の循環系の回路

モデル 
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ここで，本論文の議論の便宜のために，図

4.10.1.8 の回路に名前を付ける．図 2.4 の

対応関係を使って内圧制御内圧源と呼ぶ

ことにする．図 4.10.2.4 の各血流路には内

圧制御内圧源がある．この内圧制御内圧源

で血液を蓄積し，その血液量を制御できる

が，そのコンプライアンスの内圧での血液

量の制御である．内圧制御内圧源はその正

相入力端子の入力でコンプライアンスの

内圧を制御する回路であり，血液量をその

入力で決定することはできない．その血液

量は（2.2.1.1）からそのコンプライアンス

と入力端子の入力で決定する．さらに， 

このような考察は，図 4.10.2.4 を今後の著

者の研究対象とする． 

電気回路論の理想電流源では、両端子間

の電圧とは無関係に定まった電流が生じ

る．この電流源に図 2.4 の対応関係を使う

と両端子間の内圧差に無関係に定まった

血流量を生じることになる．本論文の議論

の便宜のために，この電流源に対応するモ

デルを理想血流源と呼ぶ． 

しかし，慣性の法則・運動の第二法則・作

用反作用の法則を満足しない場合がある

ことを，物理学では次のように考察できる．

ハーゲン・ポアズイユの法則（4.3.21）で

は右辺の分子に内圧差が記述してある．こ

の内圧差の値が変化する場合には他の右

辺のパラメータに依存した結果として左

辺の血流量が決定する．（4.3.37）の右辺の

分子には内圧・断面積・体積密度・加速度

の時間に対する変化率が記述してある．さ

ら に ，（ 4.3.37 ） の 分 母 の 加 速 度 に は

（4.3.36）が成立している．運動の第二法

則からも明らかで，力と慣性質量から物体

の移動を加速度で考えることができる．血

流量は血液の移動によって生じる現象で

ある．血液の移動は血液を構成している物

体の移動で説明できる．この物体の運動は

慣性の法則による等速度運動あるいは運

動の第二法則での力と慣性質量による加

速度で説明できる．運動の第三法則の作用

反作用の法則では互に物体に力を及ぼし

返す．これらの運動の法則から（4.3.37）

でも内圧差に無関係に血流量が生じてい

ることは否定できる．上述の（4.3.37）の

右辺の各パラメータは（4.3.37）の左辺の

血流量を決定する．（4.3.37）のこれらのパ

ラメータは両端子間の内圧差に無関係に

決定することは否定できる． 

ここまでの（4.3.37）の議論は質点系の

（4.2.2.24）にも同様に成立する．しかし，

質点系での流体の議論には幾つかの条件

が成立する場合に正しいものと扱うこと

にするが，ここでの議論では論じない．こ

れらの上述の血流源の議論では理想電流

源に対応する理想血流源は適していない

ものと著者は考える． 

 

5 あとがき 
本論文は，1996 年頃～2006 年までの循環系の

回路モデルの著者の研究成果の一部を纏めたもの

である．著者が定義した物理的モデルや数学的モ
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図 4.10.2.4 図 4.10.2.3 の循環系の回

      路モデルを発展させた 

物理的モデル 
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デルが本論文の成果の一部となる．著者が与えた

これらの定義は，一般に 2006 年現在に於ける他

の工学書や医学書で扱われているものとは異なる

ものである．しかし，本論文で扱った成果は，生

理学・物理学・数学での事実として扱われる指導

内容と一致するものと著者が考えるところも多く

ある．この比較に対して 2006 年現在に成書で指

導している他の著者の指導内容は上述のような学

術指導と一致しないものが多いものと著者は考え

る．電気・電子・情報・通信・生体工学での研究

の中で，このような著者の見解は得たものである．

以下に著者の本論文のまとめを簡単に挙げてみる． 

2.1 の図 2.1 の物理的モデルでは BC1 で整流素

子あるいは波形操作回路として静脈弁に対応する

モデルを提案した．この BC1 は新規性のあるモデ

ルであるものと著者は考えている．一般の循環系

の回路モデルの指導では静脈弁はダイオードに対

応を与えられる．しかし，実際には電子回路のダ

イオードのように逆方向の流れをすべて止める機

能は静脈弁にはないものと，著者は考える．また，

図 2.1 の静脈弁の位置ですべての動脈への逆方向

の血流を完全に止めるものではないことを著者は

考えた．また，毛細血管への逆方向の血流を完全

に止めるものでもないことも同様である．このた

めに，整流や波形操作をモデリングする際に，こ

の生体内での現象にダイオードよりも近いものを

設計することを考えた．しかし，本論文では本格

的にこの静脈弁のモデリングに取り組んではいな

い．循環系の連立微分方程式群を導出するための

簡単な規則として扱った． 

2.2.1～2.2.3 では図 2.1 の回路要素を定義した．

ここでのコンプライアンスと流れの抵抗は著者自

身による独自の定義である．そして，図 2.1 の記

号に電気・電子工学の回路との対応を考えた 2.2.4

の図 2.4 を導入した．図 2.4 の回路要素の定義は

数学や物理量の単位との対応関係が自然であるも

のと著者は考えている．さらに，2.2.4 では線形微

分方程式が導出できた．この線形微分方程式――

斉次方程式――の解は重ね合わせの原理を満足す

る．しかし，この斉次方程式よりもさらにヒトの

心室の測定結果の容積と内圧に近い線形微分方程

式――非斉次方程式――を導出した．３章のこの

非斉次方程式の数値解析の計算結果では左心室の

測定値と完全に一致した．この結果は著者が知る

上では成書にも見たことがないものである．しか

し，３章の計算で使用したフーリエ解析による三

角多項式の項数は計算環境の規制のために所有す

るデータを十分に活かしているものではない．こ

の三角多項式の項数を著しく増やしたものでの数

値解析の計算を，今後の著者の検討事項として挙

げる．また，右心室・左心房・右心房・上行大動

脈の測定値の内圧と容積を追加した数値解析の計

算も著者の検討事項である． 

4.1.3 の総血液量の考察では項数を∞にまで拡

張した．しかし，実際には有限個の項数で使用す

ることになるものと著者は考える．この際に，幾

つの項数で使用するのが最適であるかは課題であ

る． 

4.2.1では運動方程式から図2.1の回路要素と類

似のコンプライアンスを導出した．また，生理学

で紹介しているコンプライアンスからε-近傍で

成立する媒介変数表示の第一階の導関数のコンプ

ライアンスを導出している．この生理学のコンプ

ライアンスから導出したε-近傍でのコンプライ

アンスは分母を零に取らないところで定義域とし

た．この定義域については，循環系の回路モデル

では無視されていることが多いものと著者は考え

る．このために，本論文でこの定義域を明示する

ことが，数学理論に従った正しい扱いを示すこと，

を著者は期待した．定義域外でのコンプライアン

スの計算が成書においても氾濫しているかの印象

を――2006 年現在――著者はもつ． 

4.2.2 では質点系のコンプライアンスを考察し

た．この質点系の扱いが実際の測定を行う技術に

向かうものと著者は考えている．著者は 4.2.2 の

考察よりも厳密な考察を行う予定である． 

4.2.3 では D’Alembert の原理で運動方程式から

導出した（4.2.1.14）と運動方程式とは関係なく定
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義した（4.2.1.21）を統一して扱うための基礎を考

察した．釣り合いの状態にある物体のコンプライ

アンスの計算には（4.2.1.14）では分母の加速度が

零のために，（4.2.1.21）のような定義が必要にな

る．これらを，D’Alembert の原理で統一的に扱っ

てみた．この考察は試みとしての性質が強いもの

である．今後，本論文のコンプライアンスを汎用

させる際にはより研究を進めるつもりである． 

4.3 ではコンプライアンスから計算できる血流

量について考察した．この血流量の計算で数学や

物理学と一致しないものについて論じた．特に物

理理論での電磁気学の回路方程式の導出と流体力

学でのベルヌーイの定理およびハーゲン・ポアズ

イユの法則に一致しない部分を挙げた．これらの

ことも，循環系の回路モデルの設計の際には無視

されていることが多いものと――2006 年現在―

―著者は印象をもつ．4.3 のこれらの考察で正し

い物理理論での循環系のモデルに対する理解を広

めることを著者は期待した．4.3 のこの考察の一

部は 4.2.1 での生理学のコンプライアンスから導

出したε-近傍でのコンプライアンスの定義域と

関係をもつことは明らかである． 

4.4 では体積と応力の三角多項式による近似式

から，コンプライアンスと接線との関係を考察し

た．ここでの議論は既知の指導の体積と内圧の関

係からコンプライアンスを考える際に著者は使用

した． 

4.5 では（4.5.10）で掛け算作用素として線形作

用素になることを示した．（4.5.16）では線形作用

素にならないことを示した．特に線形作用素にな

ることは，線形システムになる場合に強力な特性

となる．非線形性で心臓や血管を論じることがあ

る場合に対して，線形性を作用素として数学的に

証明したところに新規性があるものと著者は考え

る． 

4.6 では心臓と血管を本論文のコンプライアン

スと流れの抵抗で評価する際の工学技術について

考察した．4.6 では心臓と血管を近似モデルとし

ての数学的モデルで考察した．ここで，重根を持

つ際の数学的関係（4.6.6）を考察した．このこと

で，一般的には（4.6.6）の極限値の場合は応力と

容積が極値をとらないことを示した．この関係は

心臓や血管の特性の分析に使うことを著者は考え

ている．そして，容積と応力の定数倍の関数での

コンプライアンスの変動を考察した．このコプラ

イアンスの変動は容積・応力・力・加速度・質量

の変動をも含めた関係を与える．これらの関係付

けられた物理量は心臓や血管をシステムとして解

析する際に強力なファターとなることは物理理論

から考察できる． 

4.7では電気回路要素との対応関係となる図2.4

について考察した．図 2.4 の対応関係は図 2.1 の

回路方程式の導出の際にキルヒホッフの法則を導

入することができる強力な基礎を与えるものであ

る．このことは本論文の回路要素の数学的モデル

とともに循環系の回路モデルに新規性のある提案

になるものと著者は考える．しかし，成書で指導

しているものも図 2.4 に類似の対応関係を与えて

いることは事実である．本論文の対応関係図 2.4

と著しく異なる箇所は，次の圧縮力の扱いである．

本論文では内圧――0[mmHg]に対する圧縮力-―

と電位を対応させた．しかし，成書では内圧――

大気圧に対する圧縮力――と電圧を対応させてい

ることである．そして，図 2.4 の解釈には図 2.1

の回路要素の数学的モデルを使用することである． 

4.8 では――循環系の回路モデルに――本論文

の理論で導入することを成功したキルヒホッフの

法則について考察した．ここで，電気回路要素と

しては，コンプライアンス（2.2.1.1）が線形素子

に対応することを示した．このことで，BC1 が電

気・電子工学での線形性を示せば図 2.1 は線形回

路網になる．そして本論文の数学的処理では線形

回路網として扱える場合を考察した．また，この

線形回路網から導出した線形微分方程式の一つが

斉次方程式であるので解に重ね合わせの原理が成

立することを論じた．そして，３章で使った微分

方程式が非斉次方程式であり，斉次方程式とのあ

る 解 の 関 係 を も つ こ と を 示 し た ． こ の 関 係
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（4.8.16）は非斉次方程式の解を考察する上で便

利であり，また心臓-血管系の容積特性を知る上で

今後の著者の研究課題となることを考えている．

4.8 の最後にキルヒホッフの第一法則――電流連

続の法則――とキルヒホッフの第二法則――電圧

平衡の法則――を使って（2.2.4.2）～（2.2.4.19）

を考察した．これらの微分方程式に KCL と KVL

が現れていることを論じた．このこともキルヒホ

ッフの法則の導入で得た恩恵となる．ヒトの簡単

な循環の微分方程式がＫＣＬとＫＶＬを使って図

2.1 のような回路モデルから記述できることが分

かった． 

4.9 では 3 章のシミュレーションに使った微分

方程式群について考察した．さらに，その微分方

程式群を発展させた微分方程式群の記述を試みた．

4.9 では 3 章のような左心室の容積と内圧の特性

をもつ微分方程式群が線形時変システムに記述で

きることが分かった．さらに，その解が安定であ

り、構造安定であるものと考察できた．しかし，

4.9 での方程式の構造安定性の考察は相図の全体

構造から考察したものではない．線形微分方程式

系の解の特性から，その構造安定性を考察した．

このことで，3 章のような特性を他の血流路にも

示すことが期待できる線形時変システムが解が安

定で構造安定な線形微分方程式であることが期待

できる．そして，その線形時変システムの行列を

替えていく．このことで，現在よりも多くの心臓-

血管系の血液循環を線形時変システムとして追跡

できることを期待できる．（4.9.166）は今後の著

者の研究課題になることは明らかである． 

4.10 では 4.9 で記述した線形時変システムと物

理的モデルの対応関係を与える試みをした．その

際には，電子回路論の電圧制御電圧源に対応する

内圧制御内圧源を与えた．この内圧制御内圧源は

ボルテージホロワに対応させたプレッシャホロワ

の導入で可能になった．このプレッシャホロワと

時変型のコンプライアンスを図 4.10.1.8 のように

接続して線形回路をつくり，この線形回路図

4.10.1.8 を内圧制御内圧源とした．この内圧制御

内圧源を接続した物理的モデルが図 4.10.2.3 と図

4.10.2.4 である．図 4.10.2.4 が（4.9.24）に対応す

る循環系の回路モデルとして論じた．ただし，回

路方程式の導出方法は（2.2.4.28）～（2.2.4.45）

と同様である．この場合はすべてのコンプライア

ンスが時変型であり，（a.3.1）～（a.3.52）のよう

にすることを仮定した．図 4.10.2.4 が線形時変シ

ステムに記述でき，具体的にその係数行列と強制

項の成分まで明らかにできた．しかし，各内圧の

関数をどのようにそれぞれ関係付けるかは今後の

検討事項である．また，内圧制御内圧源の入力を

制御することは，神経系からの心臓-血管系の制御

に関係があるものと著者は考える 12）．神経系との

連絡を持つ心臓-血管系および（4.9.166）の数学

的記述から次のように著者は考える．学習による

（4.9.166）のパラメータと制御入力については著

者の今後の検討事項となる． 
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付録１ Lebesgue 積分での体積について 
次のようにｎ次元の Eulid 空間を考える．ｎ個

の実数の組み合わせで，点ｘを（a.1.1）のように

記述する． 

( ) ( )1.1.a,,, 21 LL nxxx  

点ｘの全体はｎ次元空間を成す．ｎ次元空間の二

点ｘ，ｙの距離を（a.1.2）で定義する． 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )2.1.a2
1

2
nn

2
22

2
11, LL yxyxyxyx −++−+−=ρ  

この距離（a.1.2）が定義されたｎ次元空間をｎ次

元の Eulid 空間と呼ぶことにする． 

（a.1.3）で点ｘの集合を定義する．この集合を（閉）

区間と呼ぶことにする． 

( ) ( )3.1.an,,2,1i   iii LL=≤≤ fxs  

（a.1.3）で等号を取らないならば開区間であり，

右あるいは左の等号だけを取らないならば，片開

きの区間と呼ぶ．（a.1.4）の場合では右の開いた区

間と呼ぶ．（a.1.5）の場合では左の開いた区間と呼

ぶ． 

( ) ( )4.1.an,,2,1i   iii LL=<≤ fxs  

( ) ( )5.1.an,,2,1i   iii LL=≤< fxs  

この区間は一次元空間の拡張として見ることがで

きる．二次元の矩形・三次元の直方体の辺あるい

は稜が，座標軸に平行になるものとする． 

区間（a.1.3）での，区間の体積を（a.1.6）で与え

る．ここでは区間の開閉を無視することにする． 

( ) ( )6.1.aii

n

1i
Lsf −∏

=

 

（a.1.3）の意味を拡張する．点ｘのｓi またはｆi

のうち若干が－∞または＋∞ならば，その体積は

＋∞とする．しかし，若干のｉに関してｓi＝ｆi

の場合は，他のｓi またはｆi の中に±∞があって

も，その体積を０とする． 

有限個の区間の合併集合を，区間塊と呼ぶこと

にする．区間塊の体積は弱い意味で加法的である．

ωi（ｉ＝1，2，･･･，ｎ）は互いに重なり合わな

い区間塊とする．ωi を合併して生じる区間塊をω

とする．ωi とωの体積を mωi と mωとするとき

（a.1.7）が成り立つ． 

( )7.1.a
n

1i
i L∑

=

= ωω mm  

（a.1.7）は直感的に明らかであると著者は考える．

（a.1.8）は数学の解析論において証明が与えられ

ている．（a.1.8）は本論文では，特に重要であると

著者は考える．血液量を区間での体積で考える際

に，（a.1.8）を使って（a.1.9）での血液量の記述

が可能であるとする．（a.1.9）でのｑは血液量であ

り，ｑi は互いに重なり合わない区間内の血液量で

あるとする． 

( )8.1.a
1i

i L∑
∞

=

= ωω mm  

( )9.1.a
1i

i L∑
∞

=

= qq  
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付録２ 線形微分方程式系（4.9.5）の行列
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付録 3 線形時変システム（4.9.24）の連立微分方程式 
収縮期：（a.3.1）～（a.3.13）は収縮期の連立微分方程式である． 
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拡張期：（a.3.14）～（a.3.26）は拡張期の連立微分方程式である． 
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収縮期：（a.3.27）～（a.3.39）は収縮期の連立微分方程式である． 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )a.3.39
)(1

)(
)(11

)(1
d

)(d

a.3.38
1

)(
)(11

)(1
)(12

)(1
)(22

)(2
d

)(1d

        

a.3.37
1

)(2
)(11

)(1
)(1

)(1
)(

)(
d

)(1d

a.3.36
)(1

)(
)(

)(1

)(
)(11

)(1
d

)(d

       

a.3.35
3

)(4
)(33

)(3
)(32

)(3

2

)(2
d

)(3d

a.3.34
2

)(3
)(22

)(2                                                   
d

)(2d

a.3.33
)(1

)(1
)(

)(

d

)(1d

a.3.32
)(1

)(

)(

)(1

)(

)(1

)(1
d

)(d

       

a.3.31
1

)(2
)(11

)(1
)(1

)(1
)(

)(

d

)(1d

a.3.30
)(1

)(

)(

)(1

)(

)(11

)(1
d

)(d

      

a.3.29
3

)(4
)(33

)(3
)(32

)(3
)(22

)(2
d

)(3d

a.3.28
2

)(3
)(22

)(2
)(21

)(2

1

)(1
d

)(2d

a.3.27
1

)(2
)(11

)(1                                       
d

)(1d

L

L

M

L

L

M

L

L

L

L

M

L

L

M

L

L

L

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

×−
−

−×−

−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−×−

−−+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−×−

−−
−×−

−=−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

++
+×+

+−+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+×
+−

×
=+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++
×

−+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

×−
−

−×−

−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

++
+×+

+−+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+×+

+−
+

+=+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

++
+×+

+−=+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+×
+−

×
=+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ++
×

−+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

×−
−

×−

−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

++
+×+

+−+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+×
+−

×
=+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ++
×

−+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

×−
−

−×−

−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

×
−+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

×
−

×
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

×
−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

×
−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

×
−=

tncnr
tnq

tncnr

tnq

t
tnq

nr
tnp

tncnr

tnq

tncnr

tnq

tncnr

tnq

t

tnq

mr

tmp

tmcmr

tmq

tmcmr

tmq

tmcmr
tmq

t

tmq

mr

tmp

tmcmr
tmq

tmcmr
tmq

tmcmr

tmq

t
tmq

lr

tlp

tlclr

tlq

tlclr

tlq

lr

tlp

t

tlq
lr

tlp

tlclr

tlq

t

tlq

tlclr

tlq

tlclr

tlq

t

tlq

lr

tlp

tlclr

tlq

tlclr

tlq

tlclr

tlq

t

tlq

kr

tkp

tkckr

tkq

tkckr

tkq

tkckr

tkq

t

tkq

kr

tkp

tkckr

tkq

tkckr

tkq

tkckr

tkq

t

tkq

r

tp

tcr

tq

tcr

tq

tcr

tq

t

tq

r

tp

tcr

tq

tcr

tq

r

tp

t

tq

r

tp

tcr

tq

t

tq

 



A LIFE COM. 
循環系に関する研究報告 

AL_COM.CVSyst.1 on Dec. 27, 2006 
 

 75

 
拡張期：（a.3.40）～（a.3.52）は拡張期の連立微分方程式である． 
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